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Obliczanie pochodnych funkciji

Przyktad 1. Korzystajgc z definicji, obliczy¢ pochodne funkcji

Rozwigzanie: a) Przypomnijmy, ze jesli f(x) jest funkcjg okreslong w przedziale (a, b),

to jej pochodna w punkcie z, € (a, b) zdefiniowana jest nastepujgco

Jesli powyzsza granica istnieje i jest skoriczona, to mowi sie, ze f jest rozniczkowalna w

punkcie z,. Niech z, € R bedzie ustalony. Wéwczas
f(zo+h) — flxo) = (z0 + h)? — 3 = 23 + 220h + h* — 25 = 230h + h>.

Zatem

/ T 2[L‘0h+h2 T -
f(xg) = }lg% — = }lg%@xo + h) = 2.

b) Wykorzystujac wzor (a + b)? = a® + 3a®b + 3ab® + b3, dostajemy réwnosé
(zo+ h)* — a3 = 13 + 3x5h + 3w0h® + h® — ) = 3x3h + 3x0h® + h>.

W rezultacie

3u2h + 3xoh? + b
(o) = lim 0T EOTT

1 2 2y _ o 2
lim : = }111_%(3% + 3zoh + h*) = 3xg.
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c) Niech xq # 0. Wéwczas

1 ]._.ZE’O—(JZO—f—h) —h

To+h T (o +h)xg 23+ x20h’

Stad
—h —1 1
B =lm-——5———=lm 5——=——.
(o) B h(z? + xzoh) ] x? + xoh z}
d) Dla z¢ # 0 mamy
1 1 af—(wo+h)>  —h(2xo+h)

(IO + h)2 - ZE_% N CL’%(IO + h)2 N ZL’%(JIO + h)2

i stad

. —(2zg+h) 210 2
¥ (zo) = lim oo th) 200 2
(z0) ho x2(zo + h)? g x3

Podsumowujgc punkty a), b), c) i d), mozemy napisac

Rozwigzanie: a) Niech z, > 0. Z réwnosci (v/a — vb)(v/a +vb) = a — b, gdzie a i b s3

nieujemne, otrzymujemy

(Vxo+h — /o) (V/xo+ h+ /o) =20+ h — 20 = h,
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i nastepnie
— o aTh- R VaThtym) _ h
° VZo + i+ /T T Vit ht T

Dzielgc powyzszy przyrost przez h dostajemy wzdr na pochodng

f'(zo) = lim ! ! :
h—0 /g +h+ \/_ 2\/5(7)

b) Ustalmy z, > 0. Wéwczas

1 _ 1 \/_ vV Zo +
Viorh VB itk

Mnozac i dzielgc prawg strone przez /zy + /o + h otrzymujemy

VT = VEoth I+ Voo T h —h
VIoVTo +h /To+ VT A /Tov/To + h(y/To + Vao + h)

Zatem
—1 1

g(xo)_}lg%\/—om(\/—+m) 2x0\/x—0'

c) Wykorzystamy tutaj wzor a® —b* = (a — b)(a® + ab+ b*), ktéry mozna zapisaé w postaci

a—b=(Va—Vb)(Va?+ Vab+ Vb2,
przyjmujac w wyjéciowym wzorze a — Ja oraz b — /b. Je$lia # 0lub b # 0, to
rownowaznie zachodzi rownosé

—b
\/_+\/_+\/_

Ya— V-
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Jesli wiec z # 0, to z powyzszego wzoru otrzymujemy

h
Vo +h— Jxg =

POLITECHNIKA "vw
LUBELSKA ” POLITECHNIKA
A

RZESZOWSKA
K3 im IGNACEGO LURASTEWICZA

f/(x0+h)2+{’/(xo+h)xo+{’/x_g,

i stad

W (o) =

Przyktad 3. Korzystajac z definicji, obliczy¢ pochodne funkcji

a) f(x) =Inzx b) g(x) = €”.

1
lim —
m=0 3/ (o + h)? + /(w0 + h)ao + /a3

3/.92"
3/ x§

Rozwigzanie: a) Niech z, > 0. Wowczas, z wtasnosci logarytmu Ina — Inb = In(%), dla

a,b > 0, mamy

1n(m0+h)—lnx0:1nx0+h =1In <1+£
o Lo

lloraz roznicowy zapisujemy w nastepujgcy sposob

In(zg+h) —Inzy  In(l+ %) 1 In(1+
h h o b

Nastepnie wykorzystamy ponizszy fakt z teorii granic

lim In(1+ z) 1,
z—0 xX
z ktérego wynika rownosc¢
In(1 + ZL)
lim —— "~ = 1.
h—0 —

Zo

Na tej podstawie uzyskujemy wzoér na pochodng logarytmu

In(1+ &)
’ T S x/
h (xO) - 717,IE>I(1) Zo h i) ’
T
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b) Udowodnimy najpierw pomocniczg rownosc

~ 1. 2)

Mianowicie, podstawmy ¢ = ¢" — 1. Wéwczas h = In(t + 1) oraz t — 0, gdy h — 0. Na

podstawie (1) mamy

lim &L gy 1
11m = im-————- = 1.
h—0 h t—0 In(t + 1)
Z rownosci (2) wynika wiec, ze
zro+h _ ,xo zo(ph _ 1
g (zg) = lim & lim el =1 _ e™.

h—0 h h—0

Innymi stowy, (e*)" = e*, czyli pochodna réwna jest wyjsciowej funkcji.

Przyktad 4. Obliczy¢ pochodne funkgciji

a) f(x) =log,x  b)g(r) =a”.

Rozwigzanie: a) Zaktadamy, ze a > 0i a # 1. Z poprzedniego zadania wiadomo, ze

(Inz)’ = 1. Ponadto, (cf(z)) = c¢f'(z), gdzie c € R. Zatem

(log, )" = (m_x)’ _ (Inz) = L

Ina Ina rlna

b) W poprzednim zadaniu pokazaliSmy, ze (e®) = e*. Poniewaz a* = e*™¢, wiec

korzystajac ze wzoru na pochodng funkcji ztozonej oraz ()" = ax®~! dostajemy
(ax)/ — Ke:p)lna]/ _ (hl a)(é):)lnafl et = (ln a)(€x>1na = d*lna.

W szczegdlnosci, jesli a = e, to (e*) = e*Ine = e”.
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Przyktad 5. Korzystajac z definicji, obliczy¢ pochodne funkcji

fm. IGKACEGO LURASIEWICZA

a) f(x) =sinzx b) g(x) = cosx.

Rozwigzanie: a) Pokazemy, ze (sinz) = coszi(cosz)’

— sin z. W pierwszym przypadku
wykorzystamy wzor na réznice sinusow

a—>
2

b
sinag — sinb = 2sin at

2 Y

cos a,beR,
z ktérego otrzymujemy

sin(zg + h) — sinzg = 2sin

B cos(zo + 2).

Nastepnie, iloraz réznicowy zapisujemy w postaci

sin(zg + h) — sinzg

< h h < h h
_ 2singcos(zo+5)  singcos(zo+ 5)
- - h
h h 5
Z teorii granic wiadomo, ze
. sinx
lim =1.
x—0

T
. . - h z Y4
Wynika stgd, przez podstawienie = — 3, rownosc

~ sin %
lim
h—0

=1.
2
Zatem

. sl
= lim 2

NI =]

. h .
: }PE%)COS(IO + %) = cos zo.
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b) Podobnie jak w punkcie a), wykorzystamy wzdr na réznice kosinusow

—b b
cosa — cosb = —2sin > 5 sina;— , a,beR,
z ktérego wynika
cos(zg + h) — cosxg = —2sin % sin(xo + %),
oraz
cos(wg +h) —coswg  —2sin L sin(zo + %) _ —sin B sin(zo + 2)
N - h
h h h
Korzystajgc jeszcze raz z (3) otrzymujemy
/ . l Sin % l . h\ .
g'(x) = =G 3 'hlg(l)sln(:co + 5) = —sinwg.

Przyktad 6. Obliczy¢ pochodne funkcji tg z i ctg z.

Rozwigzanie: Zgodnie z definicjg, tgx = jﬁ zatem z ogodlnego wzoru na pochodng
ilorazu dwdch funkciji

(@)' _ ['(@)g(x) — f(x)g'(2)
g(z)

9*(x)
otrzymujemy

. / . . .
to 2 sin x (sinx)'cosx — sinz(cosw)  cos®x +sin’x 1
( &x ) o o 2 o 2 o 2 4"
COST COS“ T COS“ T COS“ T
Podobnie jest z kotangensem
, cosx\’ (cosw)'sinx —cosz(sinw)  —sin’z — cos’w 1
(Ctg x) - : - . 2 — . 2 - — N 2 .
Sin xr SN~ xr SN~ xr SN~ T
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Przyktad 7. Obliczy¢ pochodne funkcji

1

a) f(z) = (Bx+1)°  b)g(z) =sin(z’)  ©)h(z)=In (EETE

Rozwigzanie: Wszystkie funkcje w tym zadaniu sg funkcjami ztozonymi. Aby obliczy¢
ich pochodne postugujemy sie wzorem na pochodng funkcji ztozonej, tzn. (f(g(x))) =
f'(g(x))d'(x), gdzie f jest funkcjg zewnetrzng, a g funkcjg wewnetrzna.

a) Funkcja f jest ztozeniem 2% oraz 3z + 1. Poniewaz (2°) = 625, to
f'(x) =603z +1)°- 3z +1) = 18(3x + 1)°.
b) Funkcja g jest ztozeniem sin x i 23, zatem
(sin(z?)) = cos(z?) - (z°)" = 32% cos(z?).

c) Z wtasnosci logarytmu otrzymujemy

1 —2

Rozwazana funkcja jest wigc ztozeniem Inz i 1 — 3z. Pochodna In z réwna jest 2, zatem

/ o I 9. . . r 6
h(z)=—-2(In(l — 3x)) = -2 — (1-3z) = T
Przyktad 8. Obliczy¢ pochodne funkgciji
3 o . 2sinz
a) f(z) = (2" —1)e b) g(z) = xe “sinz C) h(x) = qe0ss”
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Rozwigzanie: a) Korzystamy ze wzoru na pochodng iloczynu dwdch funkcji

(f(2)g(x)) = f'(z)g(x) + f(z)g'(x).

Przyjmujac f(z) = 23 — 1 oraz g(z) = e~ mamy

b) Podobnie jak w punkcie a), korzystamy ze wzoru na pochodng iloczynu. Poniewaz tym
razem g jest iloczynem trzech funkcji, to iloczyn pierwszych dwdch trzeba potraktowac

jak jedng funkcje, tzn.
g (x) = (ze sinz) = (xe ) sinz + xe " (sinz)".
Nastepnie, obliczamy pochodng ze™
(ze™) = () e +a(e™) = —ze ¥ = "(1 —2x).

Zatem

g (x)=e"(1—x)sinx +xe "cosx =e *((1 —x)sinz + zcosx).

c) Funkcje h zapisujemy w postaci 252¢ . 37 5% zatem
h,(.CE) — <2sincr: . 3—00596)/ — (2sinx)/ . 3—0059: 4 QSinx A (3—COSCC>/'
Ze wzoru (a*) = a”Ina, dla a > 0, mamy

(28 7Y = 25T I 2. (sinx) = 2" In2 - cosw
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oraz

(3—0055{2)/ = 37871 3. (_ cOS x)/ =3 °"|n3 sinxz.

Ostatecznie

B (z) = 273" (In2 - cos ¥ + In 3 - sin z).

Przyktad 9. Obliczy¢ pochodne funkgciji

a) f(z) = 2**! b) g(z) = logy, 1 .

Rozwigzanie: a) Zauwazmy, ze nie mozemy wykorzystac tutaj bezposrednio wzoréw
(z%) = az*7!, (a®) = a”Ina, poniewaz w tych wzorach « i a sg statymi. Uzywajac

przeksztatcenia

b log,. a®

a’ =c =cPlogee >0, >0,

zapisujemy dang funkcje w postaci wykfadniczej
f(z) = 221! = (Catl)nz,
Wynika stad, ze f jest ztozeniem funkcji e® i (2x + 1) In z. Zatem
fl(w) = (ePrthiney — Grrine(9p 4 1) Ing) = V(2 + 2+ 1).

b) Podobnie jak w punkcie a), nie mozemy wykorzysta¢ bezposrednio wzoru na pochodng

logarytmu, tzn. (log, #)' = ——, poniewaz a jest tutaj statg. Przeksztatcimy ¢ za pomocg
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Wodwczas, przyjmujac ¢ = e, mamy

() =1 Inz
=lo r=-—
g\r g2m+1 11’1(2I 1)7

a wiec g jest ilorazem dwdch funkcji. Zatem

(o) In(2e+1) — Ina(in(@e + 1)) =5 - g2y
In*(2z +1) In*(2z + 1)
(2x+1)In(2xr+1) —xlnz

z(2r + 1) In*(2z + 1)

g'(x) =

Przyktad 10. Korzystajgc z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej obliczy¢ pochodne

funkciji

a) f(z) =z b)glx)=Vx  c)h(z)=ha

Rozwigzanie: Przypomnijmy, ze jesli y = f(x) jest funkcjg odwracalng, w otoczeniu
punktu z, i jej funkcja odwrotna z = f~!(y) ma pochodng rézng od zera, w punkcie

yo = f(z0), to wowczas f jest takze rézniczkowalna w punkcie z,, oraz

Powyzszy wzdr nalezy rozumieé nastepujgco. Obliczamy pochodng f~!, wzgledem
zmiennej y. Pochodna ta zalezy wiec od y. Nastepnie, trzeba jg wyrazic jako funkcje
zmiennej x, przy uzyciu podstawienia y = f(x).

a) Niech z € (0,+00). Funkcja /x jest Scisle rosnaca, a wigc réznowartosciowa i w

zwigzku z tym odwracalna oraz
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Pochodna 32, wzgledem y, wynosi 2y, stad

(V) = =5 T 9 z € (0,4+00).

b) Zauwazmy, ze dziedzing naturalng /= jest R. Jest to funkcja réznowartosciowa i

odwracalna oraz

c) Dziedzina naturalng funkcji logarytmicznej jest przedziat (0, +o0). Funkcja ta jest

$cisle rosngca, a wiec odwracalna oraz
y=lhr & z=¢€"

Poniewaz (e¥)" = e¥, wiec

1 1 1
1 / e = — = —,
(In-z) (ev) ev =z

Zwréémy uwage na to, ze (Inaz) = 1, dla dowolnego a > 0. Wynika to z faktu, ze In ax

rowna sie In z + In a. Innymi stfowy, In z i In ax réznig sie o stafa.

Przyktad 11. Korzystajgc z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej obliczy¢ pochodne
funkciji

a) f(x) = arcsinz b) g(x) = arccos x.

www.viacarpatia.pro 12
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Rozwigzanie: a) Przypomnijmy, ze arcsinx jest funkcjg odwrotng do funkcji sinus w

przedziale (-7, %), tzn. f: (-=1,1) — (-3, 5). Wowczas
y=arcsinz <& x=siny, z € (—1,1).

Poniewaz (siny) = cosy, wiec

(arcsinz)’ = .
cos Y

Pozostaje wyrazi¢ cosy za pomocg z. Wykorzystamy fakt, ze w przedziale (-7, 7)

kosinus jest dodatni. Oznacza to, ze

cosy =1/1—sin®y =v1—2a2 € (-1,1).

Zatem
1

V1—2?

b) Funkcja g : (—1,1) — (0, ) jest funkcjg odwrotng do kosinusa, na przedziale (0, 7),

(arcsinz)’ = e (—1,1).

oraz

y =arccosz <& x=cosy, «¢€ (—1,1).

Wynika stad, ze

, 1 1
(arccos )’ = =——.
(cosy)! siny

Ponadto, w przedziale (0, 7) sinus jest nieujemny, zatem

sing = /1 —cos2y =1 —a2, ze€(-1,1).

www.viacarpatia.pro 13
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W rezultacie mamy
—1

i

Otrzymalismy ciekawy wynik. Jesli oznaczymy

(arccosz)" = r e (—1,1).

h(z) = arcsin x + arccos x,

to #'(z) = 0. Wynika stad, ze h jest funkcjg statg, czyli h(x) = C. W szczegdlnosci,

h(x) = h(0) oraz h(0) = 5. Tym samym wykazalisSmy, ze
. m
arcsin g +arccosz = o, 7 € (—1,1).

Przyktad 12. Korzystajgc z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej obliczy¢ pochodne
funkciji

a) f(z) = arctgx b) g(x) = arcctgz.
Rozwigzanie: a) Zgodnie z definicjg, funkcja arkus tangens to funkcja odwrotna do
tangensa w przedziale (-7, 7), tzn.

y=arctgr <& x=tgy, xR

Poniewaz (tgy) = to

cos?y’

1
(arctgx) = = cos?y.
(tgy)
Nastepnie, obliczamy cos? y
: .2 2
sin sin 1 —cos 1
r=tgy = J = 2= J_ Y = cosz: .
cosy cos?y cos?y 1+ a2
www.viacarpatia.pro 14
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Zatem
! — 1
1422

(arctg )

b) Funkcja arc ctg z jest funkcjg odwrotng do kotangensa w przedziale (0, 7). Wéwczas

y=arcctgr <& x=ctgy, zeR,

i stad otrzymujemy

(arcctgx) =

Podobnie jak w punkcie a), obliczamy sin? y

2 .9
CcoS CcoS 1 —sin 1
r=ctgy = — J = 2= .Qy: — i = sin’y= =
sin y sin”y sin®y 1+x
Ostatecznie
—1
arcctgr) = ——.

Otrzymalismy wynik podobny do tego z poprzedniego zadania. Jesli oznaczymy
h(x) = arctgx + arcctg z,

to h/(z) = 0. Zatem £ jest funkcjg stata, czyli h(x) = C. W szczegdlnosci, h(z) = h(0)

oraz h(0) = 7. Innymi stowy, udowodniliSmy rownosc
s
arctgx + arcctgx = 5 x e R.
Przyktad 13. Znalez¢ wzory ogdlne na pochodng rzedu n nastepujgcych funkcji

a) f(zr) =3"" b) g(z) = xe” C) h(z) =Inuz.
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Rozwigzanie: a) Poniewaz (37*) = —37"1n 3, wiec pierwsze trzy pochodne sg réwne
fl(x)=-3""In3, f’'(z)=3"(n3)? f"(z)=-3""(In3)>
Wykazemy indukcyjnie, ze
f™(z)=(-1D)"-37%(1n3)", n>1.
Zaktadajgc prawdziwo$é wzoru dla ustalonego n > 1, obliczamy f™+1)(x)

f(”+1)(x) _ (f(”)(x))/ =((-1)"-3*(In3)") = (-1)"-3*(In3)" - (—In3)

= (=1)" . 37*(In 3)"*".

Rownosé ta koriczy dowdd ogdlnego wzoru na f(™)(z).

b) Pierwsza pochodna funkcji g réwna jest
g (z) = (ze”) = (2)e” + x(e") = " + xe” = (x + 1)e”
Podobnie obliczamy drugg
g () =((z+1)e") =(x+1)e" + (z+1)(e") = (z + 2)e”

Pokazemy, ze
g (x) = (z +n)e®, n>1.
Dla dowodu zatézmy, ze powyzszy wzor jest prawdziwy dla ustalonego n > 1. Wéwczas,
kolejna pochodna ¢ rowna jest
g" (@) = ((w +n)e”) = (z+n)e” + (¢ +n)e” = (x +n+ 1)
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Krok indukcyjny zostat tym samym dowiedziony.

c) Poniewaz (Inz)' = 1, wigc
W(z)=z2"" h'(zx)=-1-27% »h"(z)=(-1)(-2)z>

Wzdr na pochodng rzedu n miatby wiec postac

Dla n = 1 uzywamy konwenciji, ze 0! = 1. Podobnie jak w punktach a) i b) udowodnimy,
ze wzor ten jest poprawny za pomocg indukcji matematycznej. W tym celu obliczamy

pochodng rzedu n + 1 funkcji h

WD (@) = (<1 (0 = Dl = (<" (0= DL () -2

= (—]_)n . n' . x_(n'i'l)‘

Wynika stad, ze wzér na h\™ (z) jest poprawny dla kazdego n > 1.
Przyktad 14. Obliczy¢ pochodng rzedu n, w punkcie x = 0, funkcji sinz i cos x.

Rozwigzanie: Pierwsze cztery pochodne sin x rowne sg

(sinz) =cosz, (sinz)” = —sinz, (sinz)” =—cosz, (sinz)” =sinz,

a wiec kolejne pochodne powtarzajg sie cyklicznie. Pokazemy, ze pochodng rzedu n

mozna zapisac¢ nastepujgco

(sinz)™ =sin(z +n-Z), n>0,
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gdzie (sinz)® oznacza sin x. Aby to udowodnié, trzeba wykazag, ze

(

cosxr, n=4k+1,

—sinx, n=4k+ 2,
(sinz)™ =

—cosx, n=4k+ 3,

sinxz, n =4k,
\

dla kazdego catkowitego k£ > 0. Poniewaz sinus jest funkcjg okresowg, o okresie
podstawowym réwnym 2, tzn. sin(x + 2k7) = sin z, dla kazdego z € R, to ze wzordw

redukcyjnych otrzymujemy

sin(x + (4k +1)%) = sin(x + Z) = cos z,
sin(z + (4k +2)3) = sin(z + 7) = —sinz,
sin(z + (4k + 3)%) =sin(z + &) = —cos z,

sin(z + 4k - §) = sin(z + 27) = sinz,

co byto do wykazania. Zauwazmy teraz, ze poniewaz sin(k7) = 0, dla kazdego k € Z,

to n-tg pochodng tej funkcji, w punkcie x = 0, mozemy zapisa¢ nastepujaco
(n) _

(sinw),”y = sin(n - ) =

Podobnie jest z funkcjg cos x, dla ktdrej

(cosx) = —sinz, (cosz)” = —cosz, (cosz)” =sinz, (cosz)” = cosu.
www.viacarpatia.pro 18
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Podobnie jak dla sin z, mozna wykazac, ze zachodzi rownosé
(cosz)™ =cos(z +n-%), n>0,

gdzie zerowa pochodna oznacza, tak jak wczesniej, wyjsciowg funkcje. Ponadto, poniewaz

cos(km + %) = 0, dla kazdego k € Z, to
(cos x);nz)o =cos(n-3) =

Przyktad 15. ZnaleZé wzory ogdine na pochodng rzedu n funkgji sin® x i cos? .

Rozwigzanie: Z tozsamosci trygonometrycznych
sinx +cos?z =1, cos2x = cos®x — sin? z,
otrzymujemy wzory

sin?z = —%cos2x, COSQIZ%-F%COSQJZ.

N =

Pozostaje obliczy¢ pochodna rzedu n funkcji cos 2. Na podstawie poprzedniego zadania
wnioskujemy, ze

(cos 22)™ = 2" cos(2x +n - 7), n=0.

Powyzszg rownos¢ udowodnimy niezaleznie, za pomocg indukcji. Zatozmy wiec, ze jest
ona prawdziwa dla ustalonego n > 1. Obliczamy pochodng rzedu n + 1 bezposrednio,

tzn. jako pochodng funkcji ztozonej

(cos2z)") = (2" cos(2z +n - T)) = 2" (—2sin(2x + n - F)) = —2" " sin(22 +n - 3).
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Natomiast po wstawieniu n + 1 w miejsce n mamy
(cos 22)") = 2" cos(2z + (n+ 1) - T) = 2" cos(2x +n - T+ T).
Prawdziwos¢ obu wzoréw wynika z réwnosci cos(x + 5) = — sin z. Mianowicie,

cos(2z+n-5+ %) =—sin(2rx +n-3).

Zatem

Leos22)™ = —2" " lcos(2z +n-T), n>1,

(sin?2)™ = ( 5

L
2

V)

oraz

(cos?2)™ = (3 + Lcos22)™ = 2" cos(2x +n-Z), n>1

Zauwazmy na koniec, ze wnioskiem z jedynki trygonometrycznej, czyli sin? z 4+ cos® x = 1,
jest tozsamoscé

(cos?z)™ = —(sin® )™, n>1,
dla kazdego z € R.
Przyktad 16. Obliczy¢ pochodng h(19)(0), gdzie h(z) = z%e~=.

Rozwigzanie: Mamy obliczy¢ pochodng h rzedu n = 10 w punkcie = = 0. W tym celu

wykorzystamy wzor Leibniza na pochodng rzedu n iloczynu dwdch funkeiji. Mianowicie

(F@ala)™ =3 ()P M o), @

Powyzszy wzér, prawdziwy dlan > 1, jest uogdlnieniem wzoru (fg)' = f'g+ f¢' i dowodzi

sie go indukcyjnie. Tak jak wczesniej, f(©)(z) = f(x). W szczegdlnosci, dla n = 2 mamy

(f(2)g(x))" = f(2)g"(z) + 2f"(x)g (x) + ["(2)g(x),
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adlan=3

(f(2)g(@)" = f(2)g" () + 3f'(2)g"(x) + 3" (x)g'(x) + " (x)g(x).

Zauwazmy, ze funkcje h mozna zapisac jako iloczyn dwdch funkcji, tzn. h(z) = f(x)g(x),

gdzie f(z) = 2% i g(x) = e~*. Ponadto
fl(x) =322, f"(x)=6z, f"(x)=6, fM(z)=0, n>4,

oraz g™ (z) = (—1)" - e~*. Zatem g™ (0) = (—1)" i pochodna f jest rézna od zera tylko
dlan = 3 oraz f©(0) = 6. Pozostate pochodne w punkcie z = 0 sg réwne zero. Stad,

po podstawieniu = = 0 do wzoru

1) = ()™ =3 () 19 o)

k=0

pozostanie tylko jeden niezerowy sktadnik dla & = 3. Zatem

h19(0) = (130) F30)g7(0) =120-6 - (—1) = —720.

Przyktad 17. Obliczy¢ pochodng dowolnego rzedu n w punkcie z, = 0, tzn. f™(0),

funkcji f(x) = arctgz.

Rozwigzanie: Pierwsze dwie pochodne rozwazanej funkcji dane sg wzorami

1 —2

f(x) = T3 22 f'(x) = At

Zatem f’(0) = 1 oraz f”(0) = 0. Ponadto, zachodzi takze réwnos¢

(1+2%)f(z) =1,
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w ktérej po lewej stronie wystepuije iloczyn dwdch funkgji, tzn. 1 + 2 oraz f/(x). Dzieki
temu mozemy wykorzysta¢ wzor Leibniza (4). Za pierwszg funkcje przyjmujemy f'(z), a

za drugg g(z) = 1 + 22. Nastepnie, zauwazmy, ze
g ) =1+2", ¢W(z) =22, ¢gP(z)=2 ¢"(x)=0, n=>3

Oznacza to, ze sposrdd n + 1 sktadnikow we wzorze (4) tylko trzy bedg niezerowe. Sg
to te sktadniki, dla ktérych n — k réowna sie 0, 1 lub 2, czyli dla k réwnego n, n — 1 lub

n — 2. Odpowiednie wspoétczynniki Newtona rowne sg
(=1 (") =n (") =te-10. az2
Wzor (4) przyjmuje wiec postac
(14 22 f" ) (2) 4+ 2nz f™(2) + n(n — 1) " V(@) =0, n>2
Do powyzszej rownosci wstawiamy = = 0 i dostajemy wzdr rekurencyjny
Fr0) = —n(n — 1) f"1(0), n>2.

Poniewaz f(?(0) = 0, zatem dowolna pochodna stopnia parzystego réwna jest 0, czyli

f@(0) = 0, dlan > 1. Niech teraz n = 2k, gdzie k > 1. Wéwczas
f(2k+1)(0) = —(2k — 1)2;{]0(21@—1)(0)’ E>1,
i wynika stad, ze

f(2k+1)(0> _ (_1)k -(2k)!, Ek>=0.
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Podsumowujgc, mozemy zapisac

0, n=2k k>0,
(arctg )\ =

(1% (2K)!, n=2k+1, k>0.
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Ciagi zadane rekurencyjnie
Przyktad 18. Wyznacz 8 poczatkowych wyrazéw ciagu {a,, } danego wzorem rekurencyjnym:

a, = 2, ap=(—1)"a,-1+2, n=2.

Rozwigzanie: Mamy:

a; = 2, ag=(-1)% a1 +2=2+2=4,
ag=(=1)%-a; +2=—4+2= -2, ag=(—1)* a3 +2=-2+2=0,
as = (=1 a4 +2=0+2=2, ag=(—1)%-a54+2=2+2=4,
ar=(-1)" a6 +2=—-4+2=-2, ag = (—1)* a7 +2=-2+2=0.

Przyktad 19. Ciagg {a,} dany jest wzorem rekurencyjnym
a =1, an:2atﬂj+n, n > 2.

Oblicz wyrazy as i ag.

Rozwigzanie: Wyraz a, obliczamy bezposrednio ze wzoru rekurencyjnego

a2:2atj+2:2a1+2:2'1+2:4.

2
2

Obliczenie wartosci wyrazu ag wymaga wczesniejszego obliczenia wszystkich wyrazdéw

go poprzedzajgcych. Mamy:

a3:2aL%J+3:2a1+3:2—|—3=5,
a4:2aL%J +4:2a2+4:8—|—4:12,
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a5:2aLJ+5:2a2+5:8—|—5:13,

Njot

a6:2aL ] +6=2a3+6=10+6 = 16,

N

NI~1

a7:2aL ] +7=2a3+7=10+7=17,

aS:QaL%J +8=2a4+8=24+8 =32,

a9:2aL%J +9=2a,+9=24+9=33.
Przyktad 20. Cigg Jacobsthala-Lucasa {.J,,} definiujemy rekurencyjnie w nastepujacy
sposob:

JO = 27 Jl = 17 Jn = Jnfl + 2Jn727 n 2 2.

Wyznacz kilka poczgtkowych wyrazdw tego ciggu. Na tej podstawie zaproponuj a nastepnie

udowodnij wzor ogdlny tego ciggu.

Rozwigzanie: Dwa poczatkowe wyrazy ciggu {J, } sg dane: J, =2, J; = 1. Obliczamy

kilka kolejnych wyrazéw ciggu {J,,}:

Jo=J1+2Jy=1+2-2=05,
J3=Jo+2/; =5+2-1=71,
Ji=J3+2Jo=T+2-5=17,
Js =Jy+2J3=17+2-7=31,
Jo = Js +2J, =314+2-17 =65,

Jr=Jsg+2J5 =65+2-31 =127.

tatwo zauwazamy, ze wyrazy ciggu {J,,} sg kolejnymi potegami liczby 2 cyklicznie

powiekszanymi i pomniejszanymi o 1. Mozemy wiec postawic hipoteze:

J,=2"+ (-1, n=0,1,2,... (5)
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Zaproponowany wzor udowodnimy indukcyjnie. Dla n = 0in = 1 wzoér (5) jest poprawny,

mamy bowiem
Jo=2+(-1)"=1+1=2, J=2"+(-)=2-1=1
Zatozmy teraz, ze wzor (5) jest poprawny dla dowolnie wybranej liczby n. Wtedy

Jo= o1+ 2Jpp =274 (1) 2 (27 4 (1)) =
— 2n71 + 2n71 + (_1)7171 +92. (_1>n72 — 9n _ (_1>n72 +92. (_1)7172 — 9n + (_1>n72 _

=2" + (_1)77,7

co konczy dowdd poprawnosci wzoru (5).

Przyktad 21. Wiadomo, ze wielomian charakterystyczny jednorodnej rekurenc;ji liniowej
ma dwa pierwiastki jednokrotne rowne —2 i 2. Podaj postac tej rekurencji oraz jej

rozwigzanie przy warunkach poczatkowych a; = 0, ay = 8.

Rozwigzanie: Z tresci zadania wynika, ze wielomian charakterystyczny ma postac:
w\) = (A +2)(A—2) =\ —4.
Stad otrzymujemy réwnanie jednorodnej rekurencji liniowej
a, — 4a,_o = 0.
Uwzgledniajgc warunki poczatkowe dostajemy wzdr rekurencyjny opisujacy ciag {a, }:

ar =0, ay=S8§, ap, = 4a,_o, n = 3.
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Posta¢ ogdlna wzoru jawnego ciggu {a, }:
Ay = Cl . (-2)” + 02 . 2”,

gdzie 1, Cy sag staltymi rzeczywistymi. Wyznaczymy je biorgc pod uwage wartosci

poczgtkowe ciggu {a,}. Mamy
a; = —2C1 + 20, = 0, oraz as = 4C1 + 4cy = 8.
Rozwigzaniem uktadu réwnan

—201 + 202 = 0, CYl - 02 = Oa
4C1 +4C5 =8, Ci+Cy =2,

sgliczby C; =1 i Cy = 1. Zatem wzorem jawnym ciggu {a,, } jest
a, = (—2)" +2", n=123,...

Przyktad 22. Wiadomo, ze wielomian charakterystyczny jednorodnej rekurenciji liniowej
ma trzykrotny pierwiastek rowny 2. Podaj postac tej rekurencji oraz jej rozwigzanie przy

warunkach poczatkowych ay = 0, a; = 0, as = 8.

Rozwigzanie: Z tresci zadania wynika, ze wielomian charakterystyczny ma postac:
w(A) = (A —2)> =A% —6A% + 12\ — 8.
Stad otrzymujemy réwnanie jednorodnej rekurencji liniowej

an, — 6a,-1 + 12a,—9 — 8a,_3 = 0.
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Uwzgledniajgc warunki poczatkowe dostajemy wzdr rekurencyjny opisujacy ciag {a, }:

apg=0, a1 =0, ay=2, a, = 6a,_1 — 12a,,_o + 8a,_3, n = 3.

Postac ogdlna wzoru jawnego ciggu {a, }:
4y =Cy-2"+Cy-n-2"+C3-n*-2" = (Cy + Cy-n + Cy - n”) - 27,

gdzie (', O, C5 sg statymi rzeczywistymi. Wyznaczymy je biorgc pod uwage wartosci

poczgtkowe ciggu {a,}. Mamy

n=0 = (C14+C-0+C5-0°)-2°=qay = C1=0,
n=1 = (01+CQ'1+03'12)'21:CL1 = 2(01+Cz+03):0,

n=2 = (C1+Cy-24+C3-2%)-22=0ay = 4(C1+20,+4Cs) =38,

Otrzymujemy stad uktad réwnan

Ol = 0, Ol = 07
2(C1 +Cy+C3) =0, — Co+C5=0,
4(Cy + 205 4+ 4C3) = 8, Cy+20C5=1,
ktdrego rozwigzaniem sg liczby ¢}, = 0, Cy, = —1 i (3 = 1. Zatem wzorem jawnym

ciggu {a,} jest
an:(n2—n)~2", n=20,1,2,...

Przyktad 23. Wiadomo, ze wielomian charakterystyczny jednorodnej rekurenciji liniowej
ma dwa pierwiastki jednokrotne rowne —2 i 2 oraz jeden pierwiastek dwukrotny réwny —1.
Podaj postac tej rekurenciji oraz jej rozwigzanie przy warunkach poczgtkowych ay = 2,

(11:1,(12:6ia3:3.
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Rozwigzanie: Z tresci zadania wynika, ze wielomian charakterystyczny ma postac:
wA) =A+2)A=2)A+1)> = (A —4) (N +2X+1) = X" +2X° = 3X* =8\ — 4.
Stad otrzymujemy réwnanie jednorodnej rekurencji liniowej
ap + 2071 — 30p—o — 8ayp—3 — 4a,—4 = 0.
Uwzgledniajgc warunki poczatkowe dostajemy wzdr rekurencyjny opisujacy ciag {a, }:
apg=2, a=1, ay=6, az3=3, Gp = —20p—1 + 30p_o + 8a,_3 —4a,_4, n > 4.
Posta¢ ogdlna wzoru jawnego ciggu {a, }:
an =C1 - (=2)"+Cy-2" +C5- (=1)" + Cy - (=1)" - n,

gdzie 'y, Cy, Cy, C, sg statymi rzeczywistymi. Wyznaczymy je biorgc pod uwage wartosci

poczgtkowe ciggu {a,}. Mamy

n=0 = () +Cy+ Cs=ay,

n=1 = =20142C, —C3—Cy=ay,
n=2 = 4C, +4Cy+ C3+2C, = as,

n=3 = —80C;+8Cy—Cs;—3Cy=as.

Rozwigzaniem otrzymanego uktadu réwnan sg liczby C; = 1, Cy, =1, C3 =0 i

Cy = —1. Zatem wzorem jawnym ciggu {a, } jest

an = (=2)" +2" + (=1)"* . n, n=012,...
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Przyktad 24. Ciagg {a,} dany jest réwnaniem rekurencyjnym
ag = 2, a; = —1, Ap = —Qp_1 + 601”72, n = 2.

Wyznacz wzér jawny ciggu {a, }.

Rozwigzanie: Réwnanie rekurencyjne a,, = —a,_1 + 6a,_o zapiszmy w postaci
Qp + Ap_q1 — 6ay_2 = 0. (6)
Rownaniem charakterystycznym jest wtedy
MEA-6=0, czyli (A+3)(A—-2)=0.

Stad pierwiastkami réwnania charakterystycznego sg liczby A\, = —3, A\, = 2. Zatem

rozwigzaniem ogdlnym réwnania rekurencyjnego (6) jest ciag
Ay = Cl : (-3)” + Cz : 2”,

gdzie (', Cy sg dowolnymi statymi rzeczywistymi. Wyznaczymy teraz wartosci tych

statych korzystajgc z warunkéw poczgtkowych ay = 2 i a; = —1. Mamy

2:a0201'(—3)0+Cg'20201+02,

—1= a; = Cl . (-3)1 + Cg . 21 = —301 —+ 202

Otrzymalismy uktad réwnari

Ch 4+ Cy =2,
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t atwo sprawdzi¢, ze rozwigzaniem tego uktadu rownan sg liczby C, =1, Cy = 1, wiec

poszukiwanym wzorem ogdlnym ciagu {a,} jest
an = (—=3)" + 27, n=0,1,2,...
Przyktad 25. Cigg Pella { P, } dany jest wzorem rekurencyjnym
Py=0, P =1, P,=2P, 1+ P, 5, n>=2.

Wyznacz wzdér ogolny ciggu Pella.

Rozwigzanie: Zapisujgc rownanie rekurencyjne ciggu Pella w postaci
P, — 2P, 1 — P, o =0,
dostajemy rownanie charakterystyczne
N —2XA—-1=0.
Rozwigzujemy je
A—12=2=0 — A=14+V2)(A—1-+2) =0,

otrzymujgc dwa pierwiastki: A\; = 1 — /2 i Xy = 1+ /2.

Zatem rozwigzaniem ogdlnym réwnania rekurencyjnego jest cigg postaci

Pnzcl(l—\/i>n+02(1+\/§)n, Cl,CQG]R.
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Wartosci statych C; i C, obliczymy biorgc pod uwage poczgtkowe wyrazy ciggu Pella.
Mamy

Po=Ci(1-V2) ' +Co(1+V2)°=C1+Cy A Py=0,
P=Ci(1-vV2)+C(1+v2) A Py=1.

Dostajemy stad uktad réwnan

Cy+Cy =0, Cy = —C1,
=
C1(1 —V2) + Co(14+v2) =1, C1 — V20, — Oy — 20, =1,
1 1
ktdrego rozwigzaniem sg liczby: C; = — Cy = ——=. Mozemy teraz wyznaczyc¢

2V2° 2v/2

wzor jawny ciggu Pella:

P, =

; <1_\/§)"+%(1+\/§)”_(1+\/§)”—(1—\/§)”

S , n=0,1,2,...
22 22 22

Przyktad 26. Mowimy, Zze rozwigzujgcy pewien problem student jest na n-tym etapie,
jezeli do rozwigzania problemu pozostaje mu n krokéw (n > 1). Na kazdym etapie ma
on 5 mozliwosci postepowania. Dwie z nich prowadzg go z n-tego do (n — 1)-go etapu, a
pozostate 3 z n-tego do (n—2)-go etapu. Niech a,, 0znacza liczbe sposobdw rozwigzania
problemu zaczynajac od n-tego etapu. Przyjmujac, ze problem na pierwszym etapie
mozna rozwigzac na 5 sposobdw, a na drugim na 13, wyznacz liczbe sposobdw rozwigzania

problemu w ogdlnej sytuacji czyli na n-tym etapie.

Rozwigzanie: Niech a,, 0znacza liczbe sposobdw rozwigzania zadania na n-tym etapie.

Witedy, zgodnie z trescig zadania,

a1 =95, ay=13, Qp = 20y_1 + 30,2, n = 3.
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Zapisujgc rownanie rekurencyjne w postaci
Ap — 26,1 — 30,9 =0,
dostajemy réwnanie charakterystyczne
N —2X—-3=0.

Obliczamy wyrdznik i pierwiastki rdwnania charakterystycznego:

A=(-22-4-1-(-3) =16, M=——=-1, dg=——=3.
Stad rozwigzaniem ogdlnym rozpatrywanej rekurencji jest cigg

a, =Cp-(=1)"+Cy - 3", C1,Cy € R.

State ¢, Cy wyznaczymy w oparciu o poczgtkowe wyrazy ciggu {a, }. Mamy

—Cy + 30y =5, 3 1
= 1205, =18 = (= 5, = —5.
Cy +9C, = 13,

Ostatecznie, student na n-tym etapie rozwigzania zadania ma dyspozycji

1 3 (_1)n+1+3n+1
n=—g (C1) 438 = ,
¢ 5 (U3 2

n=123,...

mozliwosci postepowania.

Przyktad 27. Zatézmy, ze wchodzimy po schodach zbudowanych z n stopni i ze
w kazdym kroku mozemy pokonac jeden albo dwa stopnie. Oblicz na ile sposobdéw
mozemy wejs¢ na schody przestrzegajgc opisanych regut.
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Rozwigzanie: Niech a,, oznacza liczbe sposobdw wejscia po tych schodach zbudowanych

z n stopni. Wtedy a; = 1, zas a, = 2. Natomiast dla n > 3 mamy:
(p = Qp—1 + Qp—2.

Rzeczywiscie, pokonujgc w pierwszym kroku jeden schodek, pozostate mozemy pokonad
na a,_; sposobdw, albo pokonujgc w pierwszym kroku dwa schodki, pozostate mozemy
pokonac na a,_» sposobdw. Kolejne wyrazy tego ciggu to: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89, ...

Wyznaczymy posta¢ jawng ciggu {a,}. W tym celu rozwigzmy odpowiadajgce mu
rownanie charakterystyczne

M —-A—1=0.

Mamy
A=(=12—4-1-(-1)=5 M=

Stad rozwigzanie ogdlne rozpatrywanej rekurencji ma postac:

1 ! 1-v5\"
an:Cl.< +2\/5) —|—C2( 2\/5> , Cl,CQER.

Uwzgledniajgc wyrazy poczgtkowe ciagu {a, } dostajemy uktad réwnan

Cr- 108 1 gy 1505 =1, Cr-(1+V5) +Ca- (1 -V5) =2,
9 9 <
(J1'<1+2\/5> +O2'<1_2\/5> =2, Cr-(3+Vh)+ - (3-Vh) =14,
. . . . 1 9 . 1—+/5
ktérego rozwigzaniem sg liczby: C; = V5 i Oy =— \/_.
25 25
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fm. IGKACEGO LURASIEWICZA

Ostatecznie, cigg {a,} jest opisany wzorem jawnym

n+1 n+1
1 (1 1 (11—
- ( +¢3) - ( \/5> . a=123,...

NVAWE VAN

Uwaga. Ciag { F,,} o wyrazach

F0:17 F1:1, Fn: n71+Fn727 n>27

czyli ciag spetniajgcy zaleznosc¢ rekurencyjng z powyzszego przyktadu, nazywa sie

ciggiem Fibonacciego, a jego elementy liczbami Fibonacciego.

Przyktad 28. Rekurencje

t0:3a

5t, =nt,_1+2-n!, dla n>1,

rozwigz metodg czynnika sumacyjnego.

Rozwigzanie: Mamy

Obliczamy wyrazy czynnika sumacyjnego {s, }:

ApQy - Gp_q 5l
Sn = =

ble"'bn n! ’

Wstawiajgc powyzsze wyrazenia do wzoru

ann

1 n
t, = <S1b1to + g Ck3k> , n=1,
s
k=1
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fm. IGKACEGO LURASIEWICZA

otrzymujemy:

n! " 5kl

=2 l1.1- 9k =

== (1 L34 2 k:) =
k=1

n! “ n! 5" —1 (5"‘1 + 1) -n!

=—[3+2) 51 ==1(3 _ .
5"(+ ; ) 5"(+ 2 ) 2. 51

Przyktad 29. Cigg {a,} dany jest zaleznoscig rekurencyjng

apg =0, a =1, ap = 20p-1 — Ap_2, N = 2.

Przy pomocy funkcji tworzgcej wyznacz wzdér ogdlny ciggu {a,,}.

Rozwigzanie: Funkcja tworzgca ciggu {a, } ma postac

f(x) = Zanx” =ap+ a1 + Zanx" =0+4+2+ Z (2an,1 — an72)x” =
n=0 n=2

n=2
o oo o (o ¢]
=x+2 E Q12" — g Gp_ot” = x + 2% E Q" — 2? E Ap_ox™ 2 =
n=2 n=2 n=2 n=2

=+ 2902@,@” — xQZan:c” =z + 22 f(z) — 2% f(2).
n=1 n=0
Otrzymujemy stad réwnanie:

fl@) =2+ 20f(z) — 2* f(2),

czyli
/() - .
1—2x+22 (1—12)?
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IGNACEGO LURASIEWICZA

Przypomnijmy, ze dla |z| < 1, ze wzoru na sume szeregu geometrycznego o ilorazie z,

wynika rownosc

oo
D "=

n=0

Rozniczkujac je stronami mamy
i na"t = 1t = Z nz"
— (1 —x)? (1— a:)

Widzimy wiec, ze f(z Z na" Z nx". Stad
an:n7 n:O71727"'

Przyktad 30. Niech cigg {a,} bedzie okreslony nastepujaco

1
a, = 2, a, =2 — , n>=2.
an—1

Uzasadnij, ze ciag ten jest zbiezny i oblicz jego granice.

Rozwigzanie: Analizujac kilka poczatkowych wyrazéw ciagu {a, } widzimy, ze

(11:2,
1 1 3
e ——:2——:_
@ o )
N
Aq = _—— = ——:—’
3 as 3 3
1 3 5
—9_ - _—9_“_=
= s 11

1
Mozemy wiec postawiC hipoteze, ze a,, = % n € N. Udowodnimy jg indukcyjnie.

Dla n = 1 mamy
1+1

&1:2:T.
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Zatézmy teraz, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n jest a,, = ﬂ. Wtedy
n

1_ n _2n+2—n_n+2

il =2——=2— - - ’
Gt an, n+1 n+1 n+1

co konczy dowaod indukcyjny.
Zbieznosc ciggu {a, } wynika teraz ze zbieznosci ciggu {%} i tatwo obliczamy jego
n

granice:

1
lim a, = lim L lim =1.

3=

Przyktad 31. Ciag {a,} okreslony jest nastepujgco

a1:\/§, Ap =4/3 Qp_1, N =2.

Uzasadnij zbieznosc¢ i wyznacz granice ciagu {a, }.

Rozwigzanie: Pokazemy, ze ciag {a,} jest rosnacy i ograniczony z gory.

Zauwazmy, ze dla dowolnego n > 2 mamy

Rzeczywiscie

= Vi a =3 V3=VE V= V3

Zaktadajac, ze dla dowolnie ustalonej liczby n jest a,, = a,,_; - 3/3, dostajemy
Apt1 = V3 - a, = \/B'OJn*l' 2{L/§: \/3'an71' V 2<l/§:an' 2n+\2/§7
co na mocy zasady indukcji matematycznej dowodzi (7). Stad

2n
ap = Ap—1 \/g > Qp-1,
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czyli ciag {a,} jest rosnacy.
Udowodnimy teraz, ze a, < 3, dla wszystkich n € N. Oczywiscie a; = V3 < 3.

Zaktadajac, ze a,, < 3 dla dowolnie ustalonego n, dostajemy

Uns1 = V3 a, <V3-3=3.

Ciag {a,} jako rosngcy i ograniczony z gory jest zbiezny. Niech ¢ oznacza jego granice.

Wtedy

lim a, = lim /3 - a,_1 — g=4+/3-9.

n—oo n—oo

Ostatnie réwnanie ma dwa rozwigzania: g = 0 lub g = 3. Poniewaz wszystkie wyrazy

ciggu {a,} sg nie mniejsze niz /3, to

lim a, = 3.
n—oo

Przyktad 32. Uzasadnij zbiezno$c¢ i wyznacz granice ciggu {a, } okreslonego wzorem

rekurencyjnym:

alz\/éa an:\/2+an717 nz=2.

Rozwigzanie: Pokazemy, ze cigg {a, } jest rosngcy i ograniczony z gdry. Latwo stwierdzi¢,
ze liczba 2 jest gérnym ograniczeniem ciggu {a, }. Rzeczywiécie mamy a; = v/2 < 2

oraz zaktadajgc, ze a,, < 2 dostajemy

an+1:\/2+an<\/2+2:27

dla dowolnego n > 2.
Monotonicznos¢ ciggu {a, } wynika z faktu, ze
2 2

aZ ., —ai=—a’+a,+2=(a,+1)(2—a,) >0,
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dla 0 < a, < 2. Zatem ciag {a, } jest zbiezny jako rosnacy i ograniczony z gdry. Istnieje
wiec liczba ¢ = lim a,. Przechodzgc w rownosci a,, = /2 + a,_; do granicy, przy
n—oo

n — oo, dostajemy

9=v2+9 = g=2

Ostatecznie lim a, = 2.

n—oo

Przyktad 33. Niech a i b bedg ustalonymi liczbami nieujemnymi. Pokaz, ze ciggi {a,}

i {b,} okreslone w nastepujacy sposdéb:

majg wspolng granice.
Uwaga. Granice te nazywamy arytmetyczno-geometryczng srednig Gaussa liczb a i b

oraz oznaczamy jg symbolem pu(a, b).

Rozwigzanie: Z nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczng i Srednig geometryczng mamy

a, < b,, n € N. Stad

Qpy1 = an'bn>\/an'an:ana TLGN,

czyli ciag {a,} jest rosnacy. Natomiast ciag {b,} jest malejacy, gdyz

I tby _bat b _
2 2

bn+1 =
Ponadto oba ciggi sg ograniczone, mamy bowiem

a, > by, b, < aq, n € N.

Oznacza to, ze oba ciggi sg zbiezne.
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fm. IGKACEGO LURASIEWICZA

Niech o = lima, oraz S = lim b, Przechodzgc do granicy w réwnosci
n—00 n—00
n—1 + b .
b, = alTJrl, dostajemy 3 = QTW. Stad o = 4.
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Kongruencje
Przyktad 34. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 92°2° przez 17.

Rozwigzanie: Poniewaz liczba 9 nie jest podzielna przez liczbe pierwszg 17, to na mocy

matego twierdzenia Fermata mamy
9% =1 (mod 17).
Wynika stad, ze dla dowolnej liczby naturalnej k zachodzi
9% =1 (mod 17),

a w konsekwenciji

92025 = 92025 mod 16 = 99 (mOd 17)

Poniewaz (wszystkie kongruencje modulo 17) 9> = —4,t0 9* =16 = -1 9® = 1, wiec
ostatecznie

9202 =99=9*.9=1.9=9 (mod 17).

Przyktad 35. Uzasadnij, ze dla dowolnego n € N liczba

42n+1 + 37’L+2

jest podzielna przez 13.

Rozwigzanie: Zacznijmy od sprawdzenia reszt z dzielenia przez 13 poteg liczb 3 i 4.

i | 3" mod 13 | 4’ mod 13

1 3 4

2 9 3

3 1 —1
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Widzimy, ze dla dowolnej liczby naturalnej £ mamy
3% =1 (mod13) oraz 4% =1 (mod 13).

Rozwazmy teraz trzy przypadki:

1. n = 3k,
2. n=3k+1,
3. n=3k+2

dla pewnego k£ € N. W sytuacji 1. otrzymujemy

APl 3nd2 g6k g 4 33k 9 =449=0 (mod 13).

Analogicznie, w sytuacji 2.,

APl g g2 = g0k 43 4 3397 = 14+ 1=0 (mod 13),

oraz, w sytuacji 3.,

APl ognt2 g6k g5 4 33k .38 =104 3=0 (mod 13).

Przyktad 36. Wyznacz dwie ostatnie cyfry liczby 22925,

Rozwigzanie: Sprébujmy najpierw wyznaczyé reszte z dzielenia 22°%° przez 25. Poniewaz

NWD(2,25) = 1 oraz p(25) = ¢(5*) = 52 — 5! = 20, to na mocy twierdzenia Eulera

otrzymujemy
220 =1 (mod 25),
skad
220" =1 (mod 25), ke N.
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W konsekwencji

92023 — 92024mod 20 — 93 = g (1od 25).

Relacje te mozemy zapisa¢ réwnowaznie w postaci
2203 — 8 4 25k
dla pewnego k € N. Mnozac ostatnig rownos$é przez 22, otrzymujemy
22025 — 39 4+ 100k,

co daje

22025 = 32 (mod 100),

wiec dwiema ostatnimi cyframi sg 3 i 2.

Przyktad 37. Wyznacz ostatnig cyfre liczby

7

Rozwigzanie: Zwro¢my na poczatek uwage, ze
7777 _ 7(7(77)> .

Poniewaz ¢(10) = ¢(2-5) = ¢(2)¢(5) = 4, to na mocy twierdzenia Eulera mamy

7" =1 (mod 10),

www.viacarpatia.pro 44

) AP , . ~7 (= Minister " = Ministerstwo Nauki
Finansowane ze srodkéw Ministra Nauki w ramach zadania zleconego et ki AR i Szkolni .
pn. ,Politechniczna Sie¢ VIA CARPATIA im. Prezydenta RP Lecha Kaczyniskiego”. o 10 s Nauki Aol i Szkolnictwa Wyzszego




POLITECHNICZNA SIEC Politechnika [3[1 ESEE’LESCK:NIKA POLITECHNIKA
VIA CARPATIA Biatostocka [ reeszowsia

skad dla dowolnego k € N otrzymujemy
7k = 7kmedd (1mod 10).

Musimy zatem wyznaczyé reszte z dzielenia 77" przez 4. Oczywiscie 72 = 1 (mod 4),
wiec

77 =77 med2 = 71 =3 (mod 4).
Ostatecznie

7

77

7
=77 medd =P =72.7=(-1).7=3 (mod 10),

czyli szukang cyfrg jest 3.

Przyktad 38. Wyznacz dwie ostatnie cyfry liczby
a
——
2025 siédemek

Rozwigzanie: Mamy »(100) = ¢(22 - 5%) = p(2%)¢(5?) = 2 - 20 = 40, wiec na mocy

twierdzenia Eulera otrzymujemy

7k = 7k med 40 (1m0d 100), k €N.
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Analogicznie dla dowolnego & € N dostajemy

©(40) = 24 = 78 = 7hmed 2t (mod 40),
p(24) =12 = TF=7""12 (mod 24),
©(12) =4 = 7k = 7hmedd (10d 12),
p4)=2 =  T"=7"1 (mod 4).
Jednoczesnie
.7
77 =1 (mod 2),
2020 siédemek
‘7
77 =7'=3 (mod4),
2021 siédemek
'7
77 =7"=7 (mod 12),
2022 siédemki
_7
7 =7=(7)°7=7 (mod 24),
2023 siédemki
'7
77 =77=23 (mod 40),
2024 siédemki
‘7
77 =78 = (74)5-735 1-7°=43 (mod 100).
2025 siédemek

Przyktad 39. Wyznacz pie€ ostatnich cyfr liczby

5
55

55
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Rozwigzanie: Zacznijmy od rozwazenia reszty badanej liczby przy dzieleniu przez 2°.

Dla dowolnego £ € N mamy NWD(5, 2%) = 1 oraz
S0(2]6) — 2k2 o 2k’—1 — 2]6—1‘

Na mocy twierdzenia Eulera otrzymujemy

5% mod 22 3
5(5(5( e ) mod 2 ) mod 24>

(@4
S
ot
ot
Il
(S8
~ N
(S}
(5]
=
o
o
o
'S
N—
Il
(S8
N
ot
—
ot
ot
B
o
[=}
V)
w
~
=
o
o
o
'S
N—
Il

<5 (51 meod 23) mod 24> (55 mod 24> 5 5
=5 =5 =5"=21 (mod 2°),

czyli

557 — 91+ 2%k

dla pewnego k € N. Jednoczesnie wiemy, ze

skad

d ‘ q ‘ t
3125 0
32 1 97 1
21 1 —97
11| 1 98
10 1] —195
1110 293
0
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Otrzymalismy 27° = 293 (mod 5°), wiec
= —21-293 = —6153 =97 (mod 5°),

lub réwnowaznie

k=97 +5m

dla pewnego m € N, co prowadzi do

5

5" = 21 + 23(97 + 5%m) = 3125 + 10°m.

Ostatecznie
5

5
57 =3125 (mod 10°),

a zatem pie¢ ostatnich cyfr rozwazanej liczby to 03125.

Przyktad 40. Uzasadnij, ze réwnanie
2+ +20=6

nie ma rozwigzan catkowitych.

Rozwigzanie: Zatézmy, ze dla pewnych z,y,z € 7Z rozwazana rownosc¢ zachodzi.
W szczegdlnosci

2%+ 954 25=11 (mod 13).

Z matego twierdzenia Fermata wynika, ze dla dowolnego a € Z mamy

a=0 (mod 13) lub a?=1 (mod 13).
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W przypadku, gdy a'?> = 1 (mod 13), mamy réwniez
(a® - 1)(a®+1)=0 (mod 13),

czyli

(a® = 1)(a® +1) = 13k

dla pewnego k € Z. Lewa strona ostatniej rownosci jest wiec podzielna przez 13, wiec
jedna z liczb a® — 1 lub a® + 1 jest podzielna przez 13. Innymi stowy, a® = 1 (mod 13) lub
a® = —1 (mod 13). Oznacza to, ze dla dowolnego a € Z mamy a° mod 13 € {0,1, —1}.

W konsekwencji, dla dowolnych catkowitych z, y i = mamy
2%+ 9% 4+ 2 mod 13 € {-3,-2,-1,0,1,2,3}.

Do ostatniego zbioru nie nalezy jednak 6, co powoduje sprzecznosc¢ i korczy dowdd.
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Zmienne losowe

Przyktad 41. W pudetku znajduje sie szesc zielonych i cztery czarne kule. Losujemy
po jednej kuli (ze zwracaniem) az do momentu wylosowania zielonej. Jezeli zdarzy sie
to za n-tym razem i n jest liczbg nieparzystg, to wygrywamy 2" ztotych, jesli zas n jest
liczbg parzysta, to przegrywamy 2" ztotych. Podaj rozktad zmiennej losowej opisujgce;j

naszg wygrang/przegrang oraz oblicz wartos¢ oczekiwang.

Rozwigzanie: Niech X oznacza wielko$¢ wygranej/przegranej. Rozktad zmiennejlosowej

X mozemy zapisa¢ w nieskonczonej tabeli:

2| 4 8 —16 32 —64

B3 3% (3)

X

Di

312.3
5|5 5

(S N]
S
SV

3
5

Ogdlnie, zmienna X przyjmuje wartosci 22! oraz —2%, k € N z prawdopodobieristwami

9\ 2k—2
P(X =221y = 3. (—) ,
5 \5
3 /9N 2k—1
P(X:—Q%):—-<—> , k=12,
5 \5

Policzmy jeszcze wartos¢ oczekiwang X:

<2>2k2 22k 3 <2>2k1
5) 5 \d

el
Il
—

&5

>

I
(e
e
T
ot W

3 9\ 2k—2 9\ 2k—1
_° 92k—1 (_) _ 9% <_>
_ §§: {2%_1 (2)2k—1 ' <2>—1 g2k (2)21@(2)—1}
5 — 5 5 5 5
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Zaqnlzla ’
n=1 —1q
dostajemy
EX_6i<_4>n—1_6 1 6 5 2
54\ 5/ 5 1+% 59 3

Przyktad 42. Dla jakiego a € R funkcja f dana wzorem

a(l —|z]), gdy e [-1,1],
0, gdy » ¢ [-1,1].

fx) =

jest gestoscig prawdopodobieristwa pewnej zmienniejlosowej X ? Podaj wzér na dystrybuante

dystrybuante X, narysuj jej wykres, oblicz EX i VarX.

Rozwigzanie: Aby obliczy¢ wartosc a, sprawdzamy kiedy zachodzi rownosc / flz)de =

1. Obliczmy

/Zf(x)dx:/lla(l—|x|)dw:a/i(1+x)dm+a/ol(1_x)dx

2 2

0 1
ol ) 2ole-3)
alx 5)| 5

Wobec tego a musi by¢ réwne 1.

1
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Wartos¢ a« mozemy tez znalezc bez liczenia catek. Zauwazmy, ze wykres funkcji f lezgcy
ponad osig z, tworzy trojkat o podstawie rownej 2 i wysokosci a, a > 0. Wobec tego jego

pole jest réwne 12a = a, a wigc jest ono réwne 1, gdy a = 1.

Rysunek 1. Wykres funkcji f gdy a > 0.

Obliczmy dystrybuante zmiennej losowej X . Przypomnijmy, ze jest ona dana wzorem

t
F(t) = / f(x)dz, t € R. Gdy t < —1, mamy

F(t):/t 0dz = 0.

—00

Gdy —1 <t < 0, mamy

-1 t 22\ | 2 1 1
Fit)= [ od 1+2)d :( —) SR R I
() /_OO :r;—l—/_l(—i—:r;)x T+ § tgtl-gt=g i+
Gdy 0 <t < 1, mamy
-1 0 t 72 0 2 t
F(t):/ Od:r;—l—/ (1+x)d:c—|—/(1—x)dx:(:c—|——> +<x——>
. L 0 2/, 2/|,
P R
N 2 2 2 2
Gdy t > 1, mamy
1 0 1 t
F(t):/ de—i—/ (1+x)dx+/ (1—:v)d:1:+/ 0dx
—0 —1 0 1
(D) D) bl
S\ T TR T T 2 2~
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—1 1

Rysunek 2. Wykres dystrybuanty.

Obliczmy teraz wartos¢ oczekiwang. Przypomnijmy, ze EX = / f(z) dz. Poniewaz

funkcja f jest parzysta, otrzymujemy

0

EX = x(1—|x|)dx+/0 x(1—|x|)dx:/0 —x(1—|x|)dx+/0 z(1 — |z|)dz = 0.

-1

Do obliczenia wariancji zmiennej losowej X wykorzystamy wzér VarX = E(X?)—(EX)2.

Obliczmy

E(X?):/O x2(1—|x|)dm+/01x2(1—|x|)dx:/01x2(1—|x|)dx—|—/01x2(1—|x|)dx

-1
1__2<1 1) 2 1
o \3 4/ 12 6

3 4

— /lez(l—:c)dx:2<%—%>

Zatem VarX =

t—-0=4¢.
Przyktad 43. Wiemy, ze zmienna losowa X przyjmuje jedynie wartosci 1, 2 i 3. Ponadto
P(X > 2) = 2 oraz P(X = 3|X > 2) = ;. Podaj wzdr na dystrybuantg X i narysuj jej

wykres.

Rozwigzanie: Oznaczmy p; = P(X = 1), po = P(X = 2) oraz p; = P(X = 3). Z tresci

zadania wiemy, ze p; + p, + p3 = 1 oraz

§:4m¥>m:P@4X:1»=1—m = DN

I
SN
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Wobec tego p; + ps = 2. Ponadto

P(X=3ANX>2) PX B _ps
P(X >2) P(X>2) patps ¢ 3%

=

gdy z < 1,

gdy 1 <z <2,

[SAIF =SS V]

gdy 2 < z < 3,

—_

gdy = > 3,

a jej wykres wyglada nastepujaco:

0.8 —o

0.4 —o

Rysunek 3. Wykres dystrybuanty.

Przyktad 44. Ponizsza tabela przedstawia tgczny rozktad zmiennych losowych X i Y

X\Y |01
0 % a
1 | b2

a) Znajdz wszystkie wartosci parametrow « i b, dla ktérych zmienne X i Y sg niezalezne,

b) ZnajdZ wszystkie wartosci parametrow a i b, dla ktdrych zmienne X i Y sg nieskorelowane.

Rozwigzanie: Zacznijmy od tego, ze a i b muszg byc liczbami nieujemnymi i ich suma
musi by¢ réwna g Dodajmy do tabeli z rozktadem wektora (X, Y') rozktady brzegowe:
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X\Y 0 1 | P(X =)

0 % a %—i—a

1 b 2 2+
PY=vy)|24b|2+4a

a) Zmienne losowe X i Y sg niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy a + b = 5 oraz

Z'i
<
I

=2

o,
~
Il

=
Il

P(X =0AY =0) (3 +a)§+b) =3,

P(X=0PY =1)=P(X=0AY =1) (2+a)(2+a)=aq,

3
»
I

I
L.<
I

=
I

P(X=1AY =0) (2+b)(2+0) =0,

[

PX=1)PY =1)=P(X=1AY =1) (E+b)(2+a)=2

Musimy wiec znalez¢ wartosci a i b dla ktorych
5
atb=go A G+a)E+b)=2 AN E+a)?=a N (3+b)?=0,

a wiec

@) a+b=3 A (i) Ga)+b) =3

©

A (iii) a® = 2a+ 4 =0 A (iv) b —2b+ 2L =0.

Réwnanie kwadratowe 22 — 2z 4+ & = 0 ma dwa rozwigzania z; = § i z, = 3. Wobec
7 7 0 . 0 - 1 . 1 4 - 4 1 - 4

tego z rownan (iii) i (iv) wynika, ze a = gib=gluba=5ib=gluba=5ib=3

lub a = 5 ib= 5. Zauwazmy teraz, ze réwnanie (i) jest spetnione tylko, gdy a = 5 i

b=35luba=3ib=}. Nakoniec sprawdzamy, ze obie te pary spetniajg warunek (ii).

Podsumowujac, zmienne losowe X i Y sg niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy a = §

pn. ,Politechniczna Sie¢ VIA CARPATIA im. Prezydenta RP Lecha Kaczynskiego”.

ip— 4 _dip—1
ib=j3alboa=5ib=g.
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b) Przypomnijmy, ze zmienne losowe X i Y sg nieskorelowane, gdy £(XY) = EX - EY.

Wykorzystujgc rozktady brzegowe wyliczamy

EX=03+a)+1(2+0b) =2+,
EY =0(2+40b)+1((+a)=2+a,

EXY =0-340-b+0-a+1-1-3=2

Musimy wiec znalez¢ wartosci a i b dla ktérych

5
a+b=g A (2+a)(3+0b) =2

Podstawiajgc b = g — a do drugiego réwnania otrzymujemy réwnanie kwadratowe

b+2)(t-b)=2 = b=Lvib=1

1
9
Wobec tego zmienne losowe X i Y sg nieskorelowane wtedy i tylko wtedy, gdy a = %
i 4 4 1

|b—§a|b0a—§|b—§.

Zatem zmienne losowe z tego zadania sg niezalezne doktadnie wtedy, gdy sg nieskorelowane.
Uwaga! Tak nie musi by¢ zawsze, poniewaz istniejg nieskorelowane zmienne losowe,

ktore sg zalezne.

Przyktad 45. Ponizsza tabela przedstawia tgczny rozktad zmiennych losowych X i Y:

X\Y | —1[0][1]2

0

NP
W=

1 0

=
=

Znajdz ich kowariancje, wspotczynnik korelacji, krzywg regresji drugiego rodzaju oraz
prostg regresji drugiego rodzaju Y wzgledem X.
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Rozwigzanie: Dodajmy do tabeli z rozktadem wektora (X, Y") rozktady brzegowe

X\Y | -1/0]1]|2|PX=ux)
0 10310 :
T CAE S
P =y)| & |37
Mozemy teraz obliczy¢
EX=0-3+1-3=3,
EY ==1-7+40-341-71+2-1=3,
E(X?)=0-5+1-5=3,
2
EY?’)=1-1+0-1+1-7+4-1=3
EXY =1-2-1=1
i dalej
VarX = E(X?) — (EX)*=1-1=1
2 2
VarY = E(Y?) — (BY)* =3 -1 =23

Cov(X,Y)

www.viacarpatia.pro
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Aby znalez¢ krzywa regresji pierwszego rodzaju, obliczamy

=
=
|
vO

9(0) = E(YV|X =0) =

o

»b;»—t N
N —|—

[\

W=

g)=1=EY|X=1)=

Oznaczato, ze E(Y|X) = X oraz g(x) = x. Zatem w tym przypadku oba rodzaje regresiji

dajg ten sam wynik.

Przyktad 46. Zmienna losowa X ma gestos¢ dang wzorem

%a gdy[E < [_27 1] U [172]7

fx(z) =

Znajdz gestos$¢ zmiennej Y = X2 — 1.

Rozwigzanie: Dystrubuanta zmiennej losowej X jest dana wzorem

0, gdy x < —2,
H(x+2), gdy —2<z<—1,
Fx(z) = L gdy — 1<z <1,
%x, gdy 1 <z <2,

1, gdy z > 2,

Zmienna losowa X przyjmuje tylko wartosci z przedziatéw [—2, —1] i [1, 2], wiec X? ma
wartosci w przedziale [1,4], a Y — w przedziale [0, 3]. Oznacza to, ze Fy(t) = 0 dla
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—_

P
(@

-2 -1 1 2

Rysunek 4. Wykres dystrybuanty zmiennej losowej X.

t <0oraz Fy(t) = 1dlat > 3. Natomiast dla ¢t € [0, 3] mamy

Frt)=PY <t)=P(X?-1<t)=P(X?<t+1)=PWt+1< X <Vt +1)

= Fx(VETT) — Fx(—vVET D) = WET T - M(—iT1+2) = viT1-1,

poniewaz wtedy v/t + 1 € [1,2] i =Vt + 1 € [-1,—-2].

Rysunek 5. Wykres dystrybuanty zmiennej losowej Y.

Ostatecznie, fy(t) = Fy (t) = 2\/+T1 dlat € [0,3] oraz fy(t) = Fy.(t) =0dlat ¢ [0, 3].
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