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1. Wzér i szereg Taylora

Zadania w tej czesci dotyczg rozwijania funkcji w szereg potegowy. Punktem wyjscia jest
tutaj wzor Taylora. Mianowicie, jesli funkcja f(x), okreslona w przedziale (a,b), posiada

pochodne do rzedu n, to mozna ja zapisa¢ w postaci
n—1 k)
8 (2
1) = o)+ 3 T 0 a4 Ry () )
k=1 :

gdzie zy € (a,b) jest ustalonym punktem, natomiast R,(x) jest reszta. Innymi stowy,
f(x) mozna zapisa¢ w postaci sumy wielomianu i pewnej reszty. Najczesciej spotykana jej

forma jest reszta Lagrange’a, ktora okreslona jest wzorem

(n)(,
R, (z) = LAl )(a:' —x0)".

n!

Wzér Taylora nalezy rozumieé nastepujaco: dla kazdego x € (a,b) istnieje taka liczba
¢, nalezaca do przedziatu (xg,x) (gdy x > xo) lub (z,z0) (jesli z < ), ze ma miejsce
réwnosé (1). Zatem ¢, przy ustalonym n, zalezy w ogélnosci od x. W kilku przypadkach
wykorzystamy reszte¢ w postaci Cauchy’ego. Ma ona postac

(o + 0(x — m))
B (n—1)!

Ry () (1 =0)"" (= =zo)", (2)

gdzie 6 € (0,1). Tak jak w przypadku ¢, parametr 6 zalezy ogélnie od z.
Najbardziej interesujaca jest sytuacja, w ktoérej reszta jest mata. Pozwala to przyblizac¢
rozwazang funkcje, zwykle nie badaca wielomianem, za pomocg wielomianu. Ponadto, jesli

lim,, o R,(z) =0, to f mozna przedstawi¢ w postaci sumy nieskonczonej

+o00 f(k)(x())
£(@) = flao) + 3 2w = w0, 3)
k=1 :
nazywanej szeregiem Taylora. W zastosowaniach najczesciej przyjmuje sie xqg = 0.

Woéwezas (1) nazywa si¢ wzorem Maclaurina, a (3) szeregiem Maclaurina. We wszystkich
ponizszych zadaniach zaktadamy wiec, ze o = 0, a odpowiedni wzér i szereg nazywamy
wzorem i szeregiem Taylora.

Zadanie 1.1. Napisa¢ wzor i szereg Taylora dla funkcji f(z) = .

Rozwigzanie. Funkcje zapisujemy w wygodniejszej do rézniczkowania postaci (1 —xz) ™.

www.viacarpatia.pro

¥2 Minister
* Nauki

7« = Ministerstwo Nagki
v i Szkolnictwa Wyzszego

Finansowane ze $rodkéw Ministra Nauki w ramach zadania zleconego
pn. ,Politechniczna Sie¢ VIA CARPATIA im. Prezydenta RP Lecha Kaczyniskiego”.




POLITECHNICZNA SIEC POIitEChnika [3[] ESEELESCKiN‘KA ')z POLITECHNIKA
VIA CARPATIA Biatostocka [ rzeszowsica

Pierwszy trzy pochodne sa wiec réwne

flla)y=(-DA-2)*(-)=(1-2)"
f'@) = (=2)(1 - 2)7(-1) =2(1 —2)~°
@) =2(=3)1 —2)"(-1) =2-3(1—2)""

Zatem wzor ogdlny na pochodng rzedu k rozwazanej funkcji ma postac

|
fO(z) = k(1 — z)~ "D = (D _kl:)k—i-l’ k>1.
Stad ) (0) = k! i dla dowolnego n > 2 mamy
! :1+x+x2+x3+...+x”_1+x7n. (4)
11— (1 —c¢)ntl
Powyzszy wzor jest prawdziwy w pewnym otoczeniu xy = 0, tzn. tam gdzie istniejg

pochodne f do rzedu n. Poniewaz dla x = 1 funkcja nie jest okreslona, to otoczenie to nie
moze zawiera¢ 1. Jesli w ponizszym, znanym wzorze na sume elementéw w skoniczonym
ciggu geometrycznym
1 — gl
1+J:+x2+...+x”:ﬁ, r#1, n>1,
przejdziemy do granicy z n — 400, to dla |z| < 1 otrzymamy
1

+o0
1_x:2xk:1+x+x2—|—x3+... (5)

k=0

poniewaz lim,, ., " = 0, dla z € (—1,1). Dowodzi to, ze reszta w (4) dazy do zera w tym
przedziale. Jednak z jej postaci, tzn. z postaci Cauchy’ego, nie mozna tego wywnioskowac.
Aby to pokazaé¢ uzyjemy reszty Cauchy’ego, patrz (2). Reszta ta w naszym przypadku

jest rowna

_ n! (L—oyan (a1 0)\" °
Tl = gy -y " (1—9x> (=02

gdzie 6 € (0,1). Rozpatrzymy dwa przypadki. W pierwszym, jesli x € (0,1), to réwniez
1 —0x € (0,1). Wowczas

z(1—0)

<l & z—20<1l-0xr & z<l
1—0x
Dla z € (—1,0) mamy natomiast 1 — fx > 1, i stad wynika nieréwnosé

z(1—0)
1—0x

‘< |z].
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Ostatecznie prawdziwe jest oszacowanie
R, (2)] <C-n-¢"7", we(=1,1),

gdzie C' i ¢ sa nieujemnymi stalymi zaleznymi tylko od z. Ponadto, ¢ € (0,1).
Wykorzystamy teraz kryterium Cauchy’ego zbieznosci szeregu liczbowego

+o00
lim {f]a,|=r<1 = > a, <400,
n=1

n—-+o00

a wiec takze lim,, . a, = 0. Dla ustalonego x mamy

- < lim Comogni—
nETooMR”(x” ngriloo\/C’ n-q q<l,

zatem lim, .., R,(x) = 0. W obliczeniu powyzszej granicy wykorzystalismy fakt, ze

lim,, . V/C' = 1, dla dowolnego C' > 0, oraz lim,,_., /n = 1.

Zadanie 1.2. Na podstawie zadania 1.1 napisac¢ szeregi Taylora dla nastepujacych funkcji

D@ = W= k) =

Rozwigzanie. a) Do wzoru (5) wstawiamy 2x w miejsce x i otrzymujemy

1 =
1 Qx:Z(Qx)k:1+2x+4x2—l—8x3+....
o k=0

Zauwazmy jednak, ze musi by¢ spelniony warunek |2z| < 1. Zatem powyzszy wzor jest
prawdziwy, jesli |z| < 3, czyli gdy © € (—3,3).
b) Rozwiniecie Taylora dla g mozna otrzymaé¢ podobnie jak dla f, czyli podstawiajac

2 w miejsce © we wzorze (5). Zatem

1
1 — 22

+00
:Z:L‘Zk:1+l'2+ﬂf4+x6+....
k=0

Dla z € (—=1,1) mamy 22 € (0,1), zatem powyzszy wzér jest stuszny dla kazdego = z

przedziatu (—1,1). Drugi sposéb jest nastepujacy. Zauwazmy najpierw, ze

1 _1< 1 N 1>
1—22 2\1—2 142/

Nastepnie, zapiszmy wzor (5) jeszceze raz dla 1 —z (jesli |x| < 1, to réwniez | — x| < 1)

1

17:1+x+x2+x3+x4+x5+x6+...
—x
1

=l-z+2* -2 +2* —2° +2° -
1+
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Jesli powyzsze rownosci dodamy, to nieparzyste potegi sie zniosg. Zatem

1 L 1
l1—z 14z

=2(1+22+a'+2°+..),

i dzielac ostatnia réwnosc przez 2 dostajemy to samo, co wczesnie;j.

¢) Funkcja h to funkcja homograficzna, ktéra zapisujemy nastepujaco

dr+3 3Br+2)+3: 4 1 1
= =4 - —
3z +2 3 +2 36 143
Korzystajac jeszcze raz z (5) otrzymujemy
det+3 41 > < )k
=5 += —=
r+2 3 6 par ’

5 5

OJ\N.)

jesli |2z| < 1. Powyzszy wzoér zachodzi wiec dla z € (—

Zadanie 1.3. Na podstawie zadania 1.1 napisac szeregi Taylora dla funkcji

1 1
a) f(z) = m b) g(z) = m
Rozwigzanie. a) Wykorzystamy nastepujace twierdzenie o rézniczkowaniu szeregu
potegowego. Mianowicie, je$li funkcje f, okreslong w pewnym przedziale, mozna
przedstawi¢ w postaci szeregu

o0

f(I) = Z Clk<1‘ - xO)ka T € (CL, b)? (6)
k=0
gdzie ag,aq,aq, ... sa staltymi, to woéwczas takze f'(xr) mozna zapisaé w postaci szeregu

oraz ma miejsce rOWNos¢

(x) = i kag(x — 20)"", 2 € (a,b).

k=1
Innymi stowy, prawa strone w (6) mozna rézniczkowaé wyraz po wyrazie. Obliczamy

pochodne obu stron w (5). Pochodna (1 — z)~! wynosi (1 — z)72, zatem

1 o
k=1

-2

b) Rézniczkujemy stronami réwnosé (7). Pochodna (1 — z)~2 wynosi 2(1 — )73, stad

1

L s =32 k(k P =12+43-20+4-32"+5-42° + .. ) (8)

k=2
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Oba powyzsze szeregi sa zbiezne dla @ € (—1,1). Zapiszemy je wykorzystujac symbol

Newtona. Jesli n i k sg liczbami naturalnymi, to symbol ten definiuje si¢ jako

ny n! I <
k) T km—kr TS

Przypomnijmy, ze 0! = 1. Na przyktad

0_0!_1 4_4!_1 4_4!_6
o/ oo 7 \o/ o4 7 \2/ a2t T

Dla k > 11i k > 2 mamy odpowiednio

<]1€> ~ (& 5!1)! =k, (g) = 2'(k'kl2)' = ;k:(k— 1).

Wzory (7) i (8) przybieraja wiec postaé

B0 gl

k=1 k=2

Powyzsze funkcje sa szczegblnym przypadkiem funkeji (1 — x)®, gdzie o € R, patrz takze

zadanie 1.10. W zadaniu tym uogoélnimy réwniez pojecie symbolu Newtona.

Zadanie 1.4. Napisa¢ wzor i szereg Taylora dla funkeji f(z) = e”.

Rozwigzanie. W tym przypadku f'(z) = e®, a wiec réwniez f*)(z) = ¢*, dla kazdego
k> 1. Zatem f*)(0) =1, dla k > 1, i stad otrzymujemy

T ZL‘2 .173 xnfl e€

L A T 9
S TR TR TR AR o DR (9)

Okazuje sie, ze reszta w (9) zbiega do zera, gdy n — oo, dla kazdego =z € R.
Aby to pokazaé, wykorzystamy kryterium d’Alemberta zbiezno$ci szeregu liczbowego.

Mianowicie, zachodzi implikacja

Ap+41 I
lim |2 =r<1l = Y a,<-+too.
n—-+o00 an, el

Szereg zbiezny spetnia warunek konieczny, czyli lim,, ., a, = 0. Dla reszty we wzorze (9),

przy ustalonym z, mamy

|R<> _
Ry (2)

eCentl pl
(n+ 1)1 ecan

= lim |x| =
n—-+oon 4 1

lim
n—-+o00

n—-+00

Stad lim,,_ R,(z) = 0, dla kazdego = € R, a wiec

N +Ooxk T xQ .1'3
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Zadanie 1.5. Napisa¢ szereg Taylora dla funkcji: sinh z, cosh z, sinh? z, cosh? z

Rozwiazanie. Zgodnie z definicja funkcji hiperbolicznych mamy

) et — e L e *
sinhx := — coshz = —5 x e R.

Wynika stad w szczegdlnosci, ze sinhx jest funkcja nieparzysta, a coshz parzysta.

Ponadto, coshz > 1, przy dowolnym z. Zapisujemy wzér (10) dla z 1 —x

T [)32 5(33 ZE4 5(35 I6

e :1+i+5+§+1+a+a+...

T ZEQ l’3 [E4 .I‘5 1'6

e T e T TR I

Odejmujac i dodajac powyzsze rownosci, oraz dzielac przez 2, otrzymujemy

too  2k41 P
inhz = = = — 11
S g(2k+1)! SR TIRCTI IR (11)
oraz
oo .2k 22 4 .6
hx = =1+ — — 12
coshx kzz%)(zk)! +2!+4+6'+ (12)

Zauwazmy, ze w rozwinieciu (11) wystepuja tylko nieparzyste, a w rozwinieciu (12) tylko
parzyste potegi x. Rozwiniecia dla funkcji sinh®?z i cosh?z uzyskamy wykorzystujac
tozsamosci

cosh?z — sinh®?2 =1, cosh 2z = cosh?z 4 sinh® 2. (13)

Dla dowodu pierwszej, zauwazmy, ze

621 + 2 + 67236 e?x -9 + 67236

h?z —sinh®z = — = 1.
cosh” z — sinh” z 1 1
Podobnie dowodzimy drugiej
2z —2x
cosh? z + sinh? z = 4—26 = cosh 2z.

Nastepnie, z (13) mamy

—1 + cosh 2z 9 1 4 cosh 2x
——, cosh"zr = ——7——.

inh? ¢ = —
smh” x 5 , 5

Podstawiajac 2z w miejsce z we wzorze (12) otrzymujemy rozwiniecie

) ) 1 +oo (21,)2]6 +oo 22k71x2k 21,2 23ZE4 251.6
sinh x:fz 227:—4—7—#7—1—...

24 k) & @k 2 4 el
oraz
+oo 22/{:—1:62]9 21.2 231.4 251'6
o142 gy 2 2,
oSt +,§ (2k)! tortm ter
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Zadanie 1.6. Napisaé¢ szereg Taylora dla funkcji: sin z, cos z, sin® z, cos® z.
Rozwigzanie. Pierwsze cztery pochodne sin x réwne sa
(sinz) =cosz, (sinz)’ = —sinx, (sinz)” = —cosz, (sinz)" =sinz,
a wiec kolejne pochodne powtarzaja sie cyklicznie. Podobnie jest z funkcja cos x, dla ktorej
(cosw) = —sinz, (coswz)’ = —cosx, (cosz)” =sinz, (cosx)™ = cosz.
Wzory ogélne na pochodng rzedu n mozna zapisa¢ w postaci

(sinz)™ =sin(z +n-2), (cosz)™ =cos(z+n-%), n>0,

oy

gdzie zerowa pochodna oznacza wyjsciowg funkcje. Zauwazmy teraz, ze poniewaz
sin(km) = 0, dla kazdego k € Z, to n-ta pochodna tej funkcji w punkcie x = 0 mozemy
zapisa¢ nastepujaco

)( n)

(sinx),—q =sin(n - §) =

(cos x)( M, = cos(n-%) = o=k
=0 2
(=1)*, n=2k
Zatem
x3+x5 x7+ +Sin(c—|—n'§) n
sine = — — —+. 4+ ——2
35 T n!
oraz
_ :c2+a:4 x6+ +cos(c—|—k:'g)n
cosx = TR oy z".

Reszty w powyzszych wzorach maja podobna postaé jak w (9) i ich zbieznosé do zera, dla
kazdego = € R, wynika np. z kryterium d’Alemberta. Stad

00 $2k+1 .T?’ $5 .737

ne =S (-1 =TT T 14
S kz:%( N T R T (14)
oraz
00 ka x? :L.4 1.6
=Y (-1)k. =1 1
ot ,;]( TSI ST TR (15)
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Podobnie jak w zadaniu 1.5 zauwazmy, ze w rozwinieciu sin x wystepuja tylko nieparzyste

potegi z, a w rozwinieciu cosx tylko parzyste. Wynika stad m.in., ze sinus jest

2 2

funkcja nieparzysta, a kosinus funkcjg parzystg. Aby napisa¢ szeregi dla sin“x i cos®x

wykorzystamy znane tozsamosci trygonometryczne
sin?x +cos?z =1, cos2x = cos®x — sin’ z,

z ktorych dostajemy

.9 1 —cos2z 9 1+ cos 2z
sin’g = ————, cosT=——".

2

Podstawiajac 2z w (15) mamy

) 1 S k (2z)** . E+1 222
=g (1 — 2D T ) = 22U g

k=0 k=1

oraz
00 2219—11.2143
2 k
cos"r=1+4+)» (=1)" —————.
= e

Zadanie 1.7. Uzywajac rozwinie¢ (14) i (15) napisaé¢ szeregi Taylora dla funkcji:

sin x cos x, sin  sin 2.

Rozwigzanie. Podobnie jak w poprzednim zadaniu, wykorzystamy pewne znane

tozsamos$ci trygonometryczne. W pierwszym przypadku, z rownosci sin 2x = 2sinx cosx

mamy sinz cosz = 22 zatem z (14) dostajemy
. 1> (Qx)2k+1 00 L 22kx2k+1
sinzcosz ==Y (—=1)F S =N (—1)F
2,;0 (2k +1)! ,;) (2k + 1)!

Nastepnie, z réwnosci
cos(a — b) — cos(a + b)

sinasinb =
2
otrzymujemy
. . cosS T — cos 3T
sin2sin2y = ———
2
Na podstawie (15) mamy wiec
1 [e'e) :L.2k [e%e) (3:17)2]6 1 [e%s) ZL’Qk
sinz sin 2z = — (—1)F. N (-1)k- = S (~1)*1 - 3%)
(S G- R ) -5 o

Zadanie 1.8. Napisa¢ wzor i szereg Taylora dla funkcji f(z) = In(1 + z).
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Rozwigzanie. Funkcja ta okreslona jest w przedziale (—1,+00) i jej pierwsza pochodna

réwna jest (1 + z)~!. Nastepnie obliczamy
F@) = —11+42)2 @) =1-20+2)%  fa) = -1-2-30+2)"

Wynika stad, ze wzor ogélny na pochodng rzedu k£ ma postaé

(-1 "'k —1)!
(1+xz)k 7

Stad f*)(0) = (—=1)*'(k — 1)! i wzér Taylora w otoczeniu zera wyglada nastepujaco

k> 1

FO(@) = (=1 = (1 +2) 7 =

v "

In(1 =r——4+—=———+... B D I ———
n(l+z) == st T + (—1) TEE

Zauwazmy, ze dla x € (0, 1) parametr ¢ € (0,x). Stad 1 + ¢ > 1, i w tym przedziale

n

< lim |z|" =0.
n—-+o0o

X
lim |R,(z)| = li
[ Ba(z)] = lim o

Z tej postaci reszty nie wynika jednak, ze zbiega ona do zera dla x € (—1,0). Aby to

wykazaé uzyjemy ponownie reszty Cauchy’ego, patrz (2), ktoéra jest réwna

1_9>n—1xn
R,(z) = —1"*1-(—, e (0,1).
(@) =1 S 0.1)
Dla z € (—1,0) zachodza réwnowaznosci
1—-6
< <1 & 1-0<1+460r & -—-1<u.
1+ 0z

Dla reszty Cauchy’ego prawdziwe jest wiec oszacowanie

n—1

1-6 |z|™ ||
Rn - . X y E _].,O,
[Fen () ‘1+0x 1+60zx]  1+x z el )
i stad
lim |R,(z)| < lim [=I” =0
n——+o00 n—+oco | 4+ 1
Zatem w przedziale (—1,1) ma miejsce réwnosé
0 k 2 3 4
m(l+z) =S (1)t e 2 D 16
n(l+a) =3 ()" =T -t (16)

k=1

Mozna rowniez wykazac, ze powyzszy wzor jest prawdziwy dla x = 1, tzn.

1 1 1 1
m2=1—-+4-——+4-—...
n 5t3-1t: ,

przy czym szereg ten jest zbiezny warunkowo, co oznacza, ze
1+ ! + L + = + ! +...=+
stgttgt. ="+

Patrz takze zadanie 1.12.
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Zadanie 1.9. Na podstawie zadania 1.8 napisaé szeregi Taylora dla funkcji

a) f(z) = ln(l_lgg;)2 b) g(z) =InvV1 — a2 c) h(z) = 1n<

14 x)
1—x
Rozwiagzanie. a) Z wlasnosci logarytmu otrzymujemy

1 —2

Jesli wiee |3z] < 1, czyli gdy x € (—3, ), to prawdziwe jest rozwiniecie

In—— =2y (=1)F 1. =2y =
STE=ETSE kz::l( ) k kz::l k
b) Analogicznie jak w punkcie a), na podstawie (16), mamy
1 0o ka
Inv1—22= fln 1 — %) 72
2 2 & R
¢) Zapisujemy wzér (16) dla z i —x
2 .3
In(1+2z) =z — T
l+z)==x T3 -7t
2 2t
n(l-2)=—2— > -2 2 _
ml-w)=—r=5 -5 -7

Powyzsze wzory sa stuszne w przedziale (—1,1) i widaé, ze przy ich dodawaniu zniosg
sie potegi nieparzyste, a przy odejmowaniu potegi parzyste. Nasza funkcja jest rowna ich

roznicy, tzn.

1
h(x)zln( +:1:) =In(l+z)—In(1 —x).
11—z
Stad mamy
14+ = 2 203 22° 247
1 — e 2k+1 — 9 ar o o 1
n(l—x) 2 1 thy Tty e (a7)

Uwaga. Otrzymalismy ciekawy rezultat. Wzor (17) zachodzi oczywiscie dla x € (—1,1),
ale w istocie jest to rozwiniecie funkcji logarytmicznej dla dowolnej liczby nieujemne;j.
Aby to zobaczy¢, podstawmy

14+ N t—1
r=—-".
1—=z t+1

t =

Wynika stad, ze t € (0, 4+00) 1 wowczas przepisujemy (17) jako

[e%) 2 t—l 2k+1
Int = () .
nt=> o1\

k=0
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Wracajac do z, mozemy wiec napisaé

o 2 (x—l

1 =
ne kz:%%ﬂ Tt 1

2k+1

) . x € (0,400).

Dla nieduzych wartosci z, szereg ten jest stosunkowo szybko zbiezny i jest wykorzystywany
w obliczeniach numerycznych dotyczacych logarytméw. Na przyktad, dla @ = 2

o i 2 <1>2k+1 2+2 <1>3+2 (1)5+2 <1>7+
n — J— e pa—— —_ — — —_ - DR
= 2k+11\3 3 3 \3 5 \3 7 \3

Zadanie 1.10. Napisa¢ wzor i szereg Taylora dla funkcji f(z) = (1 + x)%, gdzie a # 0.

Rozwigzanie. Wyktadnik a moze by¢ dowolna liczbg rzeczywista. Zauwazmy jednak, ze
dla a € N funkcja ta jest wielomianem i stosowanie do niej wzoru Taylora jest wowczas
w zasadzie bezcelowe. Dziedzina f zmienia si¢ oczywiscie wraz a.

Natomiast, jesli zatozymy, ze x € (—1,+00), to funkcja ta jest dobrze okreslona dla
kazdego o € R. Wzoér Taylora dla f ma wiec zawsze sens w pewnym otoczeniu zy = 0.

Obliczamy f'(r) = a(1 + z)*~! i nastepnie
@) = ala =) +2)°2  f"(2) = ala— (o - 2)(1+2)°.
Wzér na pochodng rzedu k jest wiec nastepujacy
@)y =ala-1D(a=2).. (a—(k=1)A+z)F E>1
W szczegdlnosci, dla z = 0, otrzymujemy
fO0)=a(a—1)(a=2)...(a—(k—1)), k>1.

W tym miejscu wygodnie jest wprowadzi¢ oznaczenie na powyzszy iloczyn. Zwykle

wprowadza sie najpierw uogo6lniony symbol Newtona

(a) _ ala—1)(a—=2)...(a—(k—1)) W cR kEN.

k k! ’

Dla k£ = 0 przyjmuje sie z definicji, ze warto$¢ ta wynosi 1. Przyktadowo

b=t ()5 ()25 (-5 -x

Ponadto, bezposrednio z definicji wynika rownosé

(‘J‘) — (—1)F- (‘”Z‘l), a>0, keN.
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Zatem f®)(0) = (?:)k!, dla k > 1, i stad

(I+2)*=1+ (?)x—l— <Z>m2+...—|— <ni1>xn_1 + <z>(1_|_x:)n—a (18)

Podobnie jak w zadaniach 1.1 i 1.8 nietrudno wykazaé, ze reszta we wzorze (18) dazy do
zera dla x € (—1,1). W tym celu rozwazana reszte trzeba zapisa¢ w postaci Cauchy’ego.

Zatem w przedziale (—1,1) mamy rozwiniecie

(1+x)a—l§<(;>xk—l+(T)x—i—(j)ﬁ%—(i)ac?’—i—.... (19)

Zauwazmy, ze wzory (5), (7) i (8) to szczegblne przypadki (19). Mianowicie, podstawmy
a = —1. Wowczas (;1> = (—1)* i wzér (19) zapisujemy jako

1 o0
=N (-)ah=1—a+2>—2*+2*—
I+z =

OtrzymaliSmy w ten sposéb réownos$é (5) dla —x. Takie podstawienie jest poprawne,
poniewaz, jesli |z| < 1, to réwniez | — x| < 1.

Niech teraz a = —2. Wtedy (;2) = (=1)*k + 1), dla k > 1, zatem (19) przyjmuje

postac
1 e}
G = XD R+ et =120 430" —da®
k=0

czyli wzor (7), takze dla —x.

Zadanie 1.11. Napisac szeregi Taylora dla funkcji: /1 + =z, \/11+7

Rozwiazanie. Wykorzystamy rozwiniecie (19). W pierwszym przypadku o = %, zatem

o0

Vit = kzz;) <%€>xk, r e (—1,1).

Pozostaje obliczy¢ wspotezynniki przy potegach z. Dla £ = 01 £ = 1 mamy kolejno

(%> =1, (%) = % Natomiast dla k > 2 wspotezynniki te mozna zapisaé jako

(2) _2 GGG =) e 14352k =3)

2k k!
Stad szereg Taylora rozwazanej funkcji ma postac

1-3 , 1-3-5,

2
tTeogt T’

— 1
Phe=le o g”
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W drugim przypadku a = —3 i z (19) otrzymujemy

L _ i <_;>xk, x € (—1,1).

I1+2 =\ k
1 1
Pierwsze dwa wspotczynniki sg rowne (_02) =1, (_12) = —%. Jesli k > 2, to
N\ _ 3 5D (51 (-5 (k1)) g 3T o)
k k! 2|
Zatem dla x € (—1,1) mamy
1 1 3 3-5 3-5-7
=1-; 2 — s = 20
Vita ' Tt Tyt T (20)

Rozwiniecie to wykorzystamy do wyznaczenia szeregu Taylora funkcji arcsinz, patrz

zadanie 1.12.

Zadanie 1.12. Wykorzystujac twierdzenie o catkowaniu szeregu potegowego napisac

szeregi Taylora dla funkcji
a) f(z) =In(1 + z) b) g(x) = arctgx ¢) h(x) = arcsinz.

Rozwiazanie. a) Twierdzenie o catkowaniu szeregu méwi, ze jesli funkcje f mozna zapisaé

tak jak w (6), czyli zmieniajac zmienna x na ¢t w postaci

=Y ap(t —x0)", te€ (a,b), (21)
k=0

to wowczas ma miejsce rOGWNosé

o0

x o T ar 1
/zo F(t)dt = kzzoak / (t — wo)rdt = kg (=) (22)

gdzie x € (a,b). Innymi stowy, prawa strone (21) mozna catkowaé wyraz po wyrazie.

Natomiast ostatnia réowno$¢ w (22) wynika z obliczenia catki

/a:(t _ «To)kdt — l(t — ;po)k+1‘|$ _ (ZL‘ - $0)k+1 |

E+1 kE+1

Z zadania 1.1 wiadomo, ze w przedziale (—1, 1) prawdziwe jest rozwiniecie
= th=1—t 4+t -
RS
Zgodnie z (22), catkujemy obie strony powyzszej rownosci w przedziale od 0 do z, tzn.
T 1 T
/ ——dt = / (L=t =841t — )t
J0 J0

. ) 14+
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i stad otrzymujemy rozwiniecie (16), czyli

00 k+1 2 3 4

In(1+x) = Z(—l)k :

k=0

b) Zapisujemy wzér (5) dla z = —t?, tzn.

1 0
m:Z(—l)kt%:1—t2+t4—t6+t8—...
k=0

Tak jak w punkcie a) catkujemy obie strony od 0 do x
T 1 T
———ﬁ:/ 1— 4+t =10+ 15— ) dt
/0 14 t2 0 ( * * )

i wykorzystujac (22) dostajemy
o 2%k+1 3 5 7

¥ 2 x
tgr = (—1)F- =r——+=—-"+... 23
arctg x kzz;)( ) T 3—1-5 7+ (23)

Z twierdzenia o catkowaniu szeregu wynika, ze rozwiniecie (23) jest prawdziwe w przedziale
(—1,1). Mozna jednak udowodnié, ze szereg ten jest zbiezny takze dla z = 1, a wiec
rowniez dla x = —1. Zbiezno$¢ w tych punktach jest warunkowa. W szczegélnosci, dla
r = 1 otrzymujemy z faktu, ze arctg 1 = 7, szereg Leibniza

T 1+1 1+1
4 3 5 7 9 7

2

¢) Podstawiajac © = —t* w rozwinieciu (20) otrzymamy

e S (e ge ()

Nastepnie, tak jak w poprzednich punktach, catkujemy obie strony od 0 do x

T 1 0 _1 T
et = (—1)F. fz/t%ﬁ
/0 Vv1—t2 kz:%( ) (k) 0
Poniewaz
T 1 T ok 2k+1
———=dt = arcsinz, / tdt = ,
/0 Vv1-—1t2 0 2k +1
wiec
. 1 4 3 5 3-5 - 3:5-7 4

Ponadto, mozna wykazac¢, ze powyzszy szereg jest zbiezny réowniez dla z = 1, a wiec z
uwagi na nieparzystos¢ funkcji arcsinz, takze dla x = —1. Zatem rozwiniecie (24) jest

prawdziwe w przedziale (—1, 1).
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2. Obliczanie i zastosowanie calek oznaczonych

Zadanie 2.1. WyprowadZ wzory na objetos¢ oraz pole powierzchni obrotowej walca o

promieniu podstawy r > 0 i wysokosci h > 0.
Rozwigzanie. Skorzystamy z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2.1. Niech funkcja f bedzie ciggla i nieujemna na przedziale [a, b].

Objetosé bryly obrotowej V' powstate) przez obriot wokot osi Ox krzywej

y = f(), $€[a’b]7

jest rowna

Vi=r [ 1P dr

Walec o promieniu podstawy r i wysokosci h powstaje w wyniku obrotu wokét osi Ox

funkeji f danej wzorem f(z) =r dla x € [0, h].

Y
T —
0 'l‘ h x
Wobec tego
h h h
]V|:7T/ 7“2d$:7r7“2/ ldz = 7r? - 2| =7mr?h.
0 0 0

Przy obliczaniu pola powierzchni obrotowej skorzystamy z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2.2. Niech funkcja f bedzie ciggla i nieujemna na przedziale [a, b].

Pole powierzchni obrotowej bryty powstatej przez obrot wokét osi Oz krzywej

yzf(:v), S [aab]v

jest rowne
b
Pl =2x [ f@)/1+ (@) da.
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Skoro funkcja f jest stata, to jej pochodna wszedzie jest rowna zeru, a wiec

h

= 27rh.

h
\P|:27r/ rvV1de = 2nr -
0 0

Zadanie 2.2. Wyprowadz wzory na objeto$¢ oraz pole powierzchni obrotowej stozka o

promieniu podstawy r > 0 i wysokosci h > 0.

Rozwigzanie. Aby skorzysta¢ z Twierdzen 2.1 i 2.2, umieszczamy stozek w uktadzie
wspotrzednych tak, by byt bryta powstata w wyniku obrotu wokét osi Ox pewnej funkcji.

Mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby:

Y Y

fo

Przeprowadzimy tutaj rachunki dla funkcji f;, a znalezienie wzoru na fo
i wykorzystanie go obliczenia objetosci i pola powierzchni bocznej pozostawiamy jako
¢wiczenie.

Poniewaz f; jest funkcjg liniowa, to fi(x) = a-x 4+ b, x € [0, h] dla pewnych a,b € R.
Aby wyznaczy¢ a i b, zauwazamy, ze f1(0) =01 fi(h) = r. Zatem b = 0, a = ; i mozemy
policzy¢:
ho 1

= —7r’h.

o 3

horp 2 ar? b, mr?  x3
Vimr [ (Ge) o= [otar =T 5

r

h?

hop r\?2 hop
|P|=27T/E-$- 1+<h> da::27r/ ﬁ-:p-\/h2+r2dx
0 0

Pochodna funkcji f; jest wszedzie jest rowna -, a wiec

2rrV/h? + 12 2|
A 2 v
0

Zauwazmy, ze v/ h? 4+ r? jest dlugoscig tworzacej stozka — oznaczmy ja przez [. Wtedy

otrzymany przez nas wzor na pole powierzni bocznej ma postaé znana ze szkoty: | P| = 7rl.
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Zadanie 2.3. Wyprowadz wzory na objetos¢ oraz pole powierzchni kuli o promieniu

r > 0.

Rozwigzanie. Aby skorzysta¢ z Twierdzen 2.1 i 2.2, umieszczamy kule w uktadzie

wspotrzednych:

S

2

Réwnanie okregu o $rodku w punkcie (0,0) promieniu 7 ma postaé

224yt =2 y? =12 g2,

ale oczywiscie nie opisuje ono zadnej funkcji, a ew. dwie funkcje sklejone ze sobg. Pierwsza
z nich jest dana wzorem fi(x) = /r2 — 22, a druga fo(z) = —v/r2 — 22. Obie funkcje sa
zdefiniowane dla x € [—r,r]. Poniewaz kula powstaje, na przyktad, w wyniku obrotu
wokot osi Ox nieujemnej funkeji f1, aby obliczy¢ jej pole i objetosé, mozemy skorzystac

7 Twierdzen 2.1 1 2.2:

, x
T) = ——,
/2 _ 2

to dostajemy

|P| = 27 \/ 2— 2. 1+

_27T/ rde =27r-x

m—27r/ V2 — 2.

—1’2

= 4712,

-Tr

Zadanie 2.4. Wyprowadz wzér na dhugo$é¢ okregu o promieniu r > 0.

Rozwigzanie. Skorzystamy nastepujacego twierdzenia:
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Twierdzenie 2.3. Zaléimy, Ze funkcja f ma ciggla pochodng na przedziale |a, b]. Diugosé
krzywej

y=1[f(x), =z€lal]
jest rowna

|Lp:Lﬂky+Ux@de

Podobnie jak w poprzednim zadaniu, myslimy o okregu jako o sklejeniu wykresow

dwoch funkeji fi 1 fo danych wzorami: fi(z) = Vr? — 22, fo(x) = —V/r2 — 22, x € [—r,r].

h

f2

Obliczymy dlugos¢ krzywej tworzacej wykres funkeji fi:

r .T2 r 1
|L|:/_rV1+r2—$2dx:r/_r\/r2—x2dx

Jest to catka niewlasciwa, bo mianownik funckicji podcatkowej zeruje sie w punktach

r=rix=-—r. Zacznijmy od caltki nieoznaczonej:

1

/ —:c2 /\/712 ~ (%)2

x
podstawiamy: o= t, a wiec x = rt oraz dx = rdt,

——dz = (%),

“') el

dt = arcsin(t) = arcsin (
,

1 r 1
— [ F=a= [ —
r/\/l—t2 V1—t?

Mozemy teraz wrocié do wzoru na |L|:

|L| = lim r dz + lim r

/0 1 /r—e 1
—_— —dx
e—0+ rte /12 — 12 =0+ Jo  \/r?2— a2
0 r—e
. . (x
=7 lim arcsin | —
e—0+ r

= r(arcsin(0) — arcsin(—1)) + r(arcsin(1) — arcsin(0)) = r - g +7r-

. . (/T

+ 7 lim arcsin | —
e—0+ r

—r+te 0
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B in
Zatem, zgodnie z oczekiwaniami, dtugosé catego okregu jest rowna 27r.

Zadanie 2.5. Wykres funkcji sinz dla € [0, 7] obracamy wokol prostej y = ¢ dla
pewnego ¢ € [0, 1], jak na rysunku:

y

y =sinx

a) Znajdz wartosé ¢, dla ktorej objetosé tak powstatej bryly jest najmniejsza.

b) Znajdz warto$¢ ¢, dla ktérej objetosé tak powstatej bryly jest najwieksza.

Rozwiazanie. Zauwazmy, ze mozemy (réwnowaznie) mysle¢ o obracaniu wykresu funkcji
f(z) = sinx — ¢, x € [0,7] wokdl osi Oz. Dzieki temu bedziemy mogli skorzystaé z

Twierdzenia 2.1.

™

\4 :W/W(Sinx—c)de :7r/
0

(sin2 x4 ¢ — 2csin x) dx.
0
Calke [sin® z dz mozna policzy¢ korzystajac np. z tozsamosci trygonometryczne;

1— 2
sin?x = CZS< x)’
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my natomiast uzyjemy wzoru na catkowanie przez czesci:

oy u=sinz v =sinz . )
/sm rdx = :—smxcosa:—i—/cos xdx
U =cosr V= —cosx

:—sinxcosx—i—/(l —sin%c) dx

:—sinxcosa:+x—/sin2xdx.

Zatem

1
/sin2xdx = 5(1) — sinxcosx) +C.
Mozemy teraz obliczy¢ objetosé

™

1
V| = 7T(2<1' - sinxcosw) + c*x + 20cosx>

0

2
T . T
= 5(7? — smwcosw) + 21?4 2emcos T — 20w = WA — dwe + o

Aby znalezé ekstrama globalne funkcji V' danej wzorem V(c) = w2c? — 4mc + g na

przedziale [0, 1], liczymy jej pochodna i znajdujemy miejsca zerowe:

2
Viie)=0 < 2n%c—4dn =0 <= c= -,
m

a nastepnie poréwnujemy wartosci:

71'2

V(0) =5 ~ 493,

2 72 q?
V(Z)=4-8+" =1 —4~093
<7r> +2 2 Y
2
V(l):?);r—47r%2,23.

Wobec tego objetosé¢ bryty jest najmniejsza, gdy ¢ = %, a najwieksza, gdy ¢ = 0.

Zadanie 2.6. Obszar A ograniczony krzywymi y* = z oraz x = 4 zostal podzielony
na dwie czesci o réwnych polach prosta o réwnaniu z = c¢. Wyznacz wartosé¢ c. Przed

obliczeniami wykonaj rysunek i zapisz wyznaczony obszar w postaci zbioru punktow.

Rozwigzanie. Krzywa y? = x sklada sie z wykreséw dwoch funkeji y = /o oraz

y = —y/x, ktore przecinaja sie z prosta x = 4 w punktach (4,2) oraz (4, —2).
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& i

Yy
2 T E /
Ec 4 x
—24 :
: I

Zatem mozemy zapisac
A={(r,y) eR*: 0< 2 <4, Vo <y<Val)
Zgodnie z trescia zadania zbiér A dzielimy na dwa: A; 1 Ay, oczywiscie ¢ € (0,4),

Ay :{<33’7y)€R210<x<c,—\/§<y<\/§}’

Ay ={(z,y) eR*: e <z <4, —/r <y <z}
Przy obliczaniu pél tych obszaréw postuzymy sie nastepujacym twierdzeniem:

Twierdzenie 2.4. Jezeli f(x) < g(x) dla x € [a,b], to obszar zawarty miedzy wykresami

funckji f i g na przedziale |a, b|:
A={(z,y) eR*:a < <b, f(z) <y < g(o)}

ma pole rowne

b
4= [ (9@) - @) da.
Zatem
A = [ VE - (—vayde =2 [ Vadz,
0 0
4 4
g = [ Ve (~Vayde =2 [ Vade,
a te catki mozemy tatwo policzy¢:

4 c 4
Ay = V3| = oV,

3 3
4 4 36 4
o] R Y
|A2|—3x‘c—3 SV
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£ e

Mamy za zadanie znalez¢ takie ¢ € (0,4), dla ktérego |A;| = |Az|, a wiec rozwiazujemy
rOwnanie
4 36 4 8 36 9
Al =4 = -Vid3=—— -V <= V3 =— = V3 ==
PN RPN VAR VR LR PNV
81
‘(:CZSZ:sz,?Q.

Zadanie 2.7. Znajdz wartos¢ statej c¢ dla ktorej pole obszaru pomiedzy parabolami
y=12>—ciy=c— 2% wynosi 576. Wykonaj rysunek i zapisz opisany obszar w postaci

zbioru punktow.

Rozwigzanie. Zacznijmy od rysunku:

y=x"—c

y=c—ux

Oczywiscie zaktadamy, ze ¢ > 0, bo w przeciwnym przypadku te parabole byty roztaczne.
Przecinaja sie one w punktach, dla ktérych 2? —c = c—2? <= 1z = +/c. Mozemy wiec

zdefiniowaé zbidr
A={(z,y) eR* —Ve<a< e ?—c<y<c—a?}

i uzy¢ Twierdzenia 2.4:
Ve Ve
|A|:/ (c—xQ—(xQ—c))d:v:2/ (c—2*)dx
e Ve

e R

@)Z&/E

4((/%_ 3 3

)
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Pozostaje tylko rozwigza¢ rownanie

8
|A| = 576 <= £—576 = VB =216 < c=36.

Zadanie 2.8. Oblicz pola obszaréw ograniczonych krzywg y = xze® i prosta y = e - x.

Wykonaj rysunek i zapisz wyznaczony obszar w postaci zbioru punktow.

Rozwiazanie. Zacznijmy od znalezienia punktéw przeciecia wykreséw funkcji fi(x) =
ze” i fo(x) = e - a:
f@)=fo(z) &= 2 =c-0 == =0V =¢ = z=0Va’=1
<~ r=0Verx=—-1Vz=1
Wobec tego wykresy funkeji fi i fo przecinaja sie w punktach (—1, —e), (0,0) oraz (1, e).
Wykres fy tatwo narysowaé, bo to funkcja liniowa, natomiast naszkicowanie wykresu

funkcji f; moze przysporzy¢ wiekszych trudnosci. Niemniej jednak, znamy wartosci tej

funkcji w punktach x = —1,0, 1 i tatwo zauwazy¢, ze fy jest nieparzysta, czyli

fol—a) = —2e ™ = —2e” =~ fy(a)
dla dowolnych x € R oraz

lim_fo(a) = —o0,  lim fu(x) = oo.

—00

Ponadto, f; rosnie szybciej do nieskonczonosci niz f;. Bazujac na tych informacjach

mozemy wykona¢ rysunek:

T'n fa
6 -
170 1 x
_e -
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Interesuja nas zatem dwa zbiory

Ay ={(z,y) eR*: —1< <

Ay ={(r,y) eR*: 0< 2 < 1,

2

0, e-x<y<xze},

2
ze” <y<e-z},

ktorych pola sa oczywiscie réwne. Policzymy wiec tylko jedno z nich:

|A2|=/01(e-cc—xef”2)dx:e-x

2

1 1 )
— — / ze® dz
2 0 0

t =22 r=0 = t=

POLITECHNIKA ')“
LUBELSKA A POLITECHNIKA
f

RZESZOWSKA
k3 im. 16wACts0 umasIEWICZA

0o 2 2+2 2

Zadanie 2.9. Naszkicuj podzbiér plaszczyzny na ktérym spelnione sa nierdéwnosci:

r—2y* > 0oraz 1 —z — |y| > 01 znajdz jego pole.

Rozwigzanie. Zaczynijmy od przeksztatcenia nieréwnosci:

T2 >0 <= > <=

oraz

x —\/= -
~ Vo SYS V3

l—xz—ly|>20 < Jy| > :r—1<:>x<1\/( 1/\(y r—1Vy< :r—i—l)).

Zatem do zbioru zdefniowanego druga nieréwnoscig nalezy cata plaszczyzna oprocz

nieskonczonego trojkata wyznaczonego przez proste y = +(x—1) dla z > 1. Wyznaczymy

jeszcze punkty przeciecia:

g—x—l <= a:>0/\£—

[\]

= T =

/\

oraz

r
2

1
—5\/x:2) < r =2

Otrzymujemy wiec punkty (2,1) i (2, —1). Wykonajmy rysunek:

Interesujacy nas zbiér dzielimy na trzy czesci:

A ={(z,y) eR*: 0< 2 < 1,

Ay ={(z,y) eR*: 1< 2<2, - 1<y<,/=},

As ={(z,y) eR*: 1 <2< 2,
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l+ . IGNACESO AKASIEWTCZA

e e = = =)
DO
8

Skoro |As| = | A3, to, korzystajac z Twierdzenia 2.2, liczymy:

1 1
4= [ zﬁdx:\/ﬁ/ Vide = 22

2V x? 2 5 42
A—/[— +1d—<— —+) =2_X2
| Ay T x oA x =5 3
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3. Liczby zespolone

Zadanie 3.1. Obliczy¢: a) (2+3i)+(3—1i), b) (1 —2i)— (5+ 3i), wyniki przedstawi¢

w postaci algebraiczne;j.

Rozwigzanie. Dodawanie (odejmowanie) liczb zespolonych zapisanych w postaci
algebraicznej wykonujemy w ten sposob, ze dodajemy (odejmujemy) ich czesci rzeczywiste
i czesci urojone odpowiednio. W naszym zadaniu mamy:

a) 2430)+B—19)=(2+3)+3i+(—1)) =5+21,

b) (1—2i)—(B+3i)=(1—-5)+(—2i—3i) =—4—bi.

Zadanie 3.2. Obliczy¢ (1 — z)( -1+ Z\/g)

Rozwigzanie. Liczby zespolone z, w zapisane w postaci algebraicznej, z = x + 1y,
w = u+ v, gdzie z,y,u,v € R, mnozymy tak jak wielomiany, zastepujac i*> przez —1,
czyli
(z +iy) (u + iv) = 2u + iyu + izv + i*yv = (vu — yv) +i(vv + yu).
Zatem
(1—)(=1+iV3) =1-(=1)+ (=) - (=1) +1-iV3+ (—i) -iV3 =
=—1+i+iV3—i*V3=—-1+i+iV3+V3=
= —1+V3+i(1+V3).

+1

Zadanie 3.3. Obliczy¢ :
—1
. . z  z-w L . .
Rozwigzanie. Skorzystamy ze wzoru — = W7 w # 0, gdzie W oznacza liczbe sprzezong
w w
z liczba w, czyli réznigca sie od w znakiem czedci urojonej. Jesli w = u + v, u,v € R, to

W= u— 1.
Zatem mamy:

240 _ 24 340 _ (+)B+) _ 632 4# 5451, 1
= = = = = — —1.

3—i 3—4i 3+i (3—9)(3+1) 9-3i+3i—i> 9+1 2 2

Uwaga. Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby zespolonej z = x + 1y, z,y € R mamy

= 2 2 2
2 z=2" 4y =]
www.viacarpatia.pro
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gdzie nieujemnag liczbe rzeczywista |z| = V22 + y? nazywamy modulem liczby zespolonej
z=x+1y.

Rzeczywiscie

27 = (x+iy)(x —iy) = 2* +iyr — izy — i°y* = 2° +9°.

Zadanie 3.4. Udowodni¢, ze

1, dla n = 4k,
i, dla n=4k+1,

~1, dla n=4k+2,

—1, dla n=4k+3, keZ.

Rozwigzanie. Z definicji liczby i wiemy, ze i? = —1. Zatem, jesli n = 4k dla pewnej

liczby k € 7Z, to

Teraz mamy

14 2i
Zadanie 3.5. Obliczy¢ Im((S oo ’).

1—44
Rozwigzanie. Obliczajac wartosci poszczegélnych elementéw wyrazenia w nawiasach

zewnetrznych mamy:

(3-20)?=3"-2-3-2i+(20)*=9—12i —4 =5 — 124,
1420 142 144 1+2i4+4—8* 9+06i

1—4i 1—4i 1+4i 1+16 T

Stad
- 9+062 9 6\ . 760 210 210
1““(5‘12“ 17> Im<5_17+< 12‘17)> ““(17—17> BT
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Zadanie 3.6. Niech z = x + iy, z,y € R. Wyznaczy¢
a) Re(z), b) Im( : )
z z—1
a) Przyjmujac z = x + iy # 0, z,y € R, po prostych rachunkach dostajemy:
Re(z)—Re x—z:y = Re x—@:y‘x—z:y :ReM =
z T+ 1y T4y x—iy 2+ y?
2 .2 2% 2 2 -9
“Re[ LY T _Re(T Y W)
IQ +y2 1'2 +y2 I‘2 +y2

2oy
a2 4y?

Rozwigzanie.

b) Niech teraz z = z + iy # i, z,y € R. Wtedy

Tty x 41y x—i(y—1)
Im :Im =1Im - . : =
z—z r+iy—i r+ily—1) z—i(y—1)

Im(ﬂf +iry — m(y —1) —Pyly — 1)) _
+(y -1
( +vy —y+my—my—|—zx>
=Im =
(y—1)
2?2 + 92 . z _
( +(y—1)? Hx2+(y—1)2>_
N (y —1)*
Zadanie 3.7. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone z dla, ktérych wyrazenie w = i :
z+1
jest
a) liczba rzeczywista, b) liczba urojona.

Rozwigzanie. Niech z = z 4 1y, x,y € R bedzie liczba zespolona rézna od —i. Wtedy

oo ~ r+iy  w—ily+1l) 2P 4dry—dw(y+1) —dyly+1)
z+1 r+ily+1) xz—i(y+1) 2+ (y+ 1)
?+yi+y —z

+ 17 .
24 (y+1)2 2?4 (y+1)2
a) Wyrazenie w bedzie liczba rzeczywista wtedy i tylko wtedy, gdy Imw = 0, czyli

wtedy, gdy
—x
Imw=————-=0 <= 2=0.
2?2+ (y+1)2
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Oznacza to, ze w bedzie liczbg rzeczywista wtedy i tylko wtedy, gdy z bedzie liczbg
urojona.
b) Wyrazenie w bedzie liczba urojona wtedy i tylko wtedy, gdy Rew = 0, czyli wtedy,
gdy
?+y*+y
Rew=-——7"—2=0 <= 2®+y’+y=0A 2>+ (y+1)>#£0.
PR Y +y (y+1)° #

Ostatnie réwnanie spelniaja punkty (z,y) lezace na okregu o srodku w punkcie

(x0,%0) = (O7 —%) i promieniu r = 3, z wyjatkiem punktu (0, —1).

Zadanie 3.8. Znalez¢ miejsce geometryczne punktéw z opisanych réwnoscia Re — = 2.
z

Rozwigzanie. Niech z = z 4 1y, x,y € R bedzie liczba r6zng od zera. Wtedy

Re—Re(1 Z) Re—:Rex_Zy: *

z Z | 2|2 2 +y? x24y?

7, warunkow zadania wynika, ze

z 1 2 2 2 1 2

Ostatnia réwnos¢ jest réwnaniem okregu o srodku (xg,yo) = (i,O) i promieniu r = 1,
z ktérego uwzgledniajac warunek z # 0 nalezy usunaé¢ poczatek uktadu wspétrzednych.
Zadanie 3.9. Udowodni¢, ze

Re(z - w) = Re(z - W), z,w e C.

Rozwigzanie. Niech 2z = = + 1y, w = u + v, x,y,u,v € R, bedag dowolnie wybranymi

liczbami zespolonymi. Wtedy
Re(z - w) = Re [(:c +iy)(u + zv)] = Re {xu —yv +i(zv + yu)} = zu — yYv.
Podobnie
Re(z - w) = Re [(:c —iy)(u — w)} = Re [xu —yv —i(zv + yu)} = zu — yo.
Otrzymalismy te same wartosci, wiec
Re(z - w) = Re(z - ),

dla dowolnych z,w € C.
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Zadanie 3.10. Wykazac, ze
Re(z -
Re(Z) _Rezw) Ly

w |w|?

Rozwiagzanie. Niech z, w =# 0 bedg dowolnie wybranymi liczbami zespolonymi. Wtedy

() =me o 5) = (i) = S

gdzie ostatnia réwnos$¢ wynika z faktu, ze |w|? jest liczba rzeczywista.

Teraz zauwazmy, ze liczby Z-w i z-W sg sprzezone, wiec majg réwne czesci rzeczywiste,

czyli Re(z - w) = Re(Z - w). Stad wynika réwnosé

Zadanie 3.11. Zalézmy, ze z = x + 1y, z,y € R. Udowodni¢ nastepujace nierownosci:

1
ﬁ(m +[yl) < Il < J2] + lyl.
Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze
2
202 = (lel +lyl)” = 2(Jal* + lyl*) = (I2I* + |y + 2lelly]) =
= 2|z* + 2lyf* — 2* — |y[* — 2lz|ly| =
2
= [a* = 2lally| + [y|* = (J=| = |y]) >0
czyli
1 2
2
J2f* = 5 (Il + Iy)
Poniewaz modul jest liczbg nieujemng, to pierwiastkujac obustronnie powyzsza

nierownos¢ otrzymujemy

(|a>| +lyl) < 2.

Sl -

Teraz zauwazmy, ze
2 = |2” + |yl” < laf” + 2lllyl + |y” = (|2 + [9])-
Podobnie jak wczesniej, pierwiastkujac stronami powyzsza nierownosé¢ dostajemy
2] < lal + Jyl.
Laczac obie udowodnione nieréwnosci, mamy

1
ﬁ(m +lyl) < ol < Jz] + Jyl.
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Zadanie 3.12. Znalez¢ miejsce geometryczne punktow spetniajacych nierownosé
|z — 3+ 4i] < 5.

Rozwiagzanie. Przypomnijmy, ze dla liczby zespolonej z = z+iy, z,y € R, jej modut |z|,
czyli nieujemna liczba rzeczywista okreslona wzorem |z| = /22 + y2, jest geometrycznie
interpretowana jako odleglos¢ punktu (z,y) od poczatku uktadu wspétrzednych. Dlatego
modut réznicy dwoédch liczb zespolonych z i w odlegtosci miedzy tymi punktami.

Rzeczywiscie, jesli z = x + iy, w = v+, x,y,u,v € R, to

[z —wl = |(z+iy) — (u+iv)| = (& —u) +ily —v)| = \/(z = w)* + (y — v)%,

co jest znanym wzorem na odlegtos¢é miedzy punktami (z,y) i (u,v) na plaszezyznie.

Korzystajac z powyzszej obserwacji widzimy, ze nieréwnosé
|z — 3+ 4i| < 5, czyli |z — (3 —44)| < 5,

jest spelniona przez te punkty z = x + 1y, ktorych odlegtos¢ od punktu zp = 3 — 44 jest
mniejsza od 5. Geometrycznie punkty te tworza koto otwarte o srodku (zg,yo) = (3, —4)
1 promieniu r = 5.

Mozemy to potwierdzi¢ bezposrednim rachunkiem. Przyjmujac, ze z = z+1iy, x,y € R,

otrzymujemy

|2 — 3+ 4di| = o +iy — 3+4i] = |(z — 3) + (y + 4)i| = /(& — 3)2 + (y + 4)2.

Zatem warunek

|z —3+4i| <5  jest rwnowazny warunkowi \/(ac —3)2+(y+4)2<5.
Podnoszac ostatnig nieréwnos¢ stronami do kwadratu dostajemy
(x —3)*+ (y+4)* < 25,
czyli nieréwnosé opisujaca koto o srodku (xg,y) = (3, —4) i promieniu r = 5.

Zadanie 3.13. Znalez¢ miejsce geometryczne punktow z opisanych nieréwnoscig

z—1
> 4+ 1

‘ X
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Rozwigzanie. Mamy
z—1
z+1

<1 z -1 < |z+1] <<=

z— 1P <|z+ 1 <<=
z-1)z-1)<(z+D1(E+1) =

2 Z2—z—Z2+1<2-Z4+2z+z2+1 <—

rr111

2¢+22 >0 S 4Rez >0 < Rez > 0.

Ostatnia nier6wnos¢ opisuje prawa potptaszcezyzne wraz z osia Oy.

Zadanie 3.14. Udowodni¢, ze dla dowolnych dwéch liczb zespolonych z i w prawdziwa
jest rownosé

|z 4+ w|? = 2> + |w]* + 2Re(z - w.)
Wykorzystujac powyzsza rownos¢ udowodnié¢ nierdwnosé trojkgta
2] = Jwl| < |2 +w] < |2] + |w].

Rozwigzanie. Skorzystamy z tego, ze dla dowolnych liczb zespolonych z, w prawdziwe

sg réwnosci:

z+Z=2Rez, 27 =z

IS
_|_
g

|
]

+

=

Mamy
lz+wf*=(z+w)(zFw) =(z+w)(Z+W) =22+ 20+ wZ + w0 =
= |2]> + 2@ + zZw + |w|?.
Poniewaz liczby 2w 1 Zw sa sprzezone, to ich suma jest réwna 2 Re(z - w). Stad wynika
wzor
|z +w|* = |2> + |w|* + 2 Re(z - W).
Z uwagi na nieréwnos¢ Re(zw) < |zw|, dostajemy
|2+ w? <2 + w|* + 2|2w] =
= 2 + ful? + 2lzlw] = (j2] + l)
Poniewaz moduty sa zawsze liczbami nieujemnymi, to pierwiastkujac stronami otrzymanag

nierownos$¢ dowodzimy prawej czesci nieréwnosci trojkata

|z +w| < |z] + |wl. (25)
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Zauwazmy teraz, ze

2] = [(z + w) + (mw)| <[z +w|+ |w],

co daje

2] = |w| < |z +w|.

Zamieniajac miejscami z i w W powyzszej nier6wnosci mamy
jw] = [2] < |2 + wl.
Laczac nieréwnosci (25), (26) i (27) konczymy dowdd nieréwnosci

1] = Jwl| < ]2 +w] < [2] + |wl.

Zadanie 3.15. Uzasadnij, ze jedli |z]| = 2, to

POLITECHNIKA ')“

LUBELSKA A POLITECHNIKA
’ RZESZOWSKA
[0 o sosctso masiewicza

a) [Im(1-z+2%)|<7, b) |¢f—42%+3|>3.

Rozwigzanie. Korzystajac z nieréwnosci trojkata dostajemy

a)

m(1—z+2)| <[l-z+ 2| <142+ |2 =1+ e + s =1+2+22 =7,

2" =422 43 =2 =3[ [ = 1| > (]2 =3) (|sP - 1) =4 =3)(4—1) =3,

Zadanie 3.16. Uzasadnij, ze jedli |z| = 3, to
5

13

2z —1
4+ 22

7

=
5

X

Rozwigzanie. Korzystajac z nieréwnosci tréjkata mamy

22 -1 _ 2z|+1 2-3+41 7

4+ 22 \‘4_|Z|2‘_ ‘4_32) 5
i podobnie

2:—1|_ 2ll-1] 2.3-1 5

4+ 22 /’4+]z|2‘_ 4432 13
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Zadanie 3.17. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb zespolonych z, w prawdziwa jest
rOWNos¢é
|z —w|? + |z + w* = 2|2* + 2|w|.

Korzystajac z powyzszej rownosci uzasadnij, ze

RSV P M ey

dla dowolnych liczb rzeczywistych « i (.

= la+ 8]+ |-l

Rozwigzanie. Kluczowym elementem dowodu, bedzie fakt, ze kwadrat modutu liczby
zespolonej jest réwny iloczynowi tej liczby i jej sprzezenia.

Dla dowolnych liczb zespolonych z i w mamy
2 —wf + [z +wl = (2 —w)(Z=w) + (2 +w)(Z Fw) =
=(z-w)(EZ-w)+ (2 +w)(Z+w) =
=2Z —WZ — 2W+ W0 + 2Z + wzZ + 2W + ww =
= 2|z|* + 2|w|*.

Niech teraz z = a+va? — 0%, w = a — Va2 — (2, gdzie a i § sg dowolnymi liczbami

rzeczywistymi. Zastosujmy udowodniong rownos¢, zapisang w postaci
1
ol + ol = 5 (lz = wl® + |2 + wl?),

do tak okreslonych liczb z i w. Dostajemy

‘a+\/a2—ﬁ22+'@—\/a2—522—;('a+\/a2—ﬁ2—a+\/a2—52
—l—‘oﬂ—\/oﬂ—ﬂ?—l—a—\/oﬂ—ﬂ?
_ ;(pmﬂ w) _

= 2’@2 — ﬂQ’z + 202

2
+

-

Policzmy teraz
(o=
= ‘CK—I— \/042fﬁ2
= o Jor— 3|

www.viacarpatia.pro
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\ —\/a2—ﬂ2)2—(la+6|+|a—ﬁ|)
G
R

+
2

+26° = (207 +28%) — 2|a® - 3| =

a
2
+ |a —
2
+ | —

— 2‘0[2 — 52‘2 —2a* =0,
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na mocy wezesniej wykazanej rownosci. Otrzymany wynik oznacza, ze albo

’a—i-\/m +‘a—\/m

albo
+la+ B[+ |a = 8] = 0.

‘a—i-\/m —i—‘a—\/m

Poniewaz warto$ci modutéow sa zawsze liczbami nieujemnymi, to ostatnia réwnosé

zachodzi jedynie w trywialnym przypadku, gdy a = 8 = 0. Stad dostajemy, ze

’a+m —i—‘a—m

dla dowolnych liczb rzeczywistych o i 3.

Zadanie 3.18. Obliczy¢ —3 — 4i.
Rozwigzanie. Szukamy takiej liczby zespolonej z = = + 1y, gdzie x,y € R, zZe
(z +iy)* = —3 — 44,

czyli
22 —y? 4 2wyl = —3 — 4i.

Stad, poréwnujac czeSci rzeczywiste i czesci urojone otrzymanej réwnosci, dostajemy

uklad réwnan:
1.2 _ y2 — _3’

2y = —4.

-2
Wyznaczajac z drugiego rownania y = — (zauwazmy, ze x # 0) i wstawiajac otrzymane
x

wyrazenie do pierwszego rownania dostajemy réwnanie dwukwadratowe

4
352——2:—3 — 2' 4327 -4=0.
x
Rozwigzaniem tego rownania sg liczby: 1 = 11 29 = —1. Wtedy y; = —2, yo = 2. Zatem

pierwiastkami kwadratowymi z liczby —3 — 4¢ sa liczby
21 =1 — 21, 29 = —1 + 24.

Uwaga. Postepujac podobnie jak w rozwigzaniu zadania 3.18 mozna wykazac, ze

2 2 2 2 _
o i( o+ VY “&’/W) 28)
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Korzystajac z powyzszego wzoru dostajemy:

— 1 —4 1
T iww VOt+T6, 4 ¢9+6+3) _

2 " 2

5—3 [543 .
::I:< 2—1\/2) = +(1 — 2i).

Zadanie 3.19. Rozwiaza¢ réwnanie 2%+ (2 + 2i)z + (1 + 2i) = 0.

Rozwigzanie. Obliczamy wyréznik tego réwnania
A=(2+20)*—4-(1+20) =4+8i+4i° —4— 8 = —4.

Stad pierwiastkami rownania sa liczby:

—(2+42)—v—4 —2-2—2i

Z1 9 9 1,
—2+2)+vV—-4 —2-2i+2 )
ZQ = = = —1].
2 2

Zadanie 3.20. Rozwigza¢ réwnanie 2% — (2 +1i)z + (=1 + 7i) = 0.
Rozwigzanie. Obliczamy wyrdznik tego réwnania
A=(—2+4)?—4-(—1+T7i)=4+4i+4+4—28i =7 — 24i.

Korzystajac ze wzoru (28) obliczamy jeden z pierwiastkéw v/A:

7+ 72+242 —24 T2 4242 — 7
T [T 2V

\/7+\/67 \/¢675—7 \/7_2\/; 3

Stad pierwiastkami rownania sg liczby:

24+1—(4— 31 -2+ 47
- +i—( 3@): + Z:—1+2i,
2 2
241+4— 3 6 — 27 3
Zo = = =3—1.
2 2 2

Zadanie 3.21. Liczbe z = 1 — /3 przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej.
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Rozwigzanie. Mamy

2] = |1 —V3Bi| =124+ (V3)2 = Vi =2.

Ponadto
Rez 1 Im 2 V3

cosf = E :5 oraz sinf = B :—7.

Stad wynika, ze arg(l — v/3i) = —g + 2km, k € Z, czyli Arg(1 —V/3i) = —g.

1—/3i= 2(cos<—g> +z'sin(—§>).

zapisa¢ w postaci trygonometryczne;j.

Zatem

Zadanie 3.22. Utamek

1+
V3 —i
Rozwigzanie. Postepujac podobnie jak w rozwiazaniu zadania 3.21 znajdujemy postaci

trygonometryczne liczb 1+ ¢ oraz /3 — i. Mamy

1+i:\/§<cosz+z’sin1) oraz \/5—i=2<cos<—g)+isin<—g)>.

Stad

(1+14)"

Zadanie 3.23. Obliczy¢ W,

gdzie n jest liczba naturalna.

Rozwigzanie. Zapisujac liczby 1 + i oraz 1 — ¢ w postaci trygonometrycznej mamy

1+i:\/§<cosz+isin1) oraz 1—i:\/§<cos(—1)+isin<—ﬁ>>.

Stad

(1+4)" (\/ﬁ)”(cos oF +isin ’ﬁf)

=37 ™ (Va2 (eon () in (-2

= (\/§)Q<cos<7zT + <n_42)7r> + isin(T + <n_42)7r>>

- 1 - 1 - T - T n—1
= 2<COS WT + 7sin (712)7r> = 2¢! D3 — 2(6’5) = 2" 1
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Zadanie 3.24. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej liczbe
z=1—-cosa+sina, gdzie 0 < a < 2.

Rozwigzanie. Mamy

|| \/(1—cosa) + sin a:\/1—2008a+0082a+sin2a:\/2—200804.

Korzystajac ze wzoru 1 — cosa = 2sin 5 dostajemy

a a
— /4sin? — = 2sin —
|z| = 4/4sin ) sin o,

z uwagi na dodatnios¢ sm ,dla 0 < a < 27. Wtedy

0 Rez 1—cosa 2sin? % L«
cost = — - = - = S1n —
2| 2sin § 2sin § 2
oraz
. Im 2 sin o 2sin%cos% «Q
sinf = =—= — = CoS —.
|| 2sin § 2sin § 2

Zatem

T o«
== =42 7
0 5 2+ km, ke,

wobec czego
a

o 5) i3]

1—cosa+isina = 2sin —
2 2

6
Zadanie 3.25. Obliczy¢ <1 — cosg + i sin g) .

Rozwigzanie. Korzystajac ze wzoru wyprowadzonego w rozwiagzaniu zadania 3.23 dla

7
a = — mam
3 y
- i -2 o 7) (5 )] () n()
—CcoS— +1sin— = 28In — |cos|{ — — — 1sin| — — = )| = cos| — 1sin| — |.
3 6 2 6 2 6 3 3
Stad
T .. m\° s . s .
<1 — COoS — +ZSIH3> = COS<6 . 3) +zsm<6- 3) = cos2m + ¢sin 2w = 1.
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Zadanie 3.26. Obliczy¢ z = /—2T7.
Rozwigzanie. Przedstawiamy liczbe —27 w postaci trygonometryczne;j
—27 = 27<cos7r+isin7r). (29)

Oznaczmy /—27 = ,0( cos 6 4 i sin 0). Podnoszac te rownoséc do szdstej potegi mamy

—27 = p6<cos 660 + i sin 69). (30)

Z zestawienia rownosci (29) i (30) otrzymujemy p® = 27, czyli p = V/27 = /3, oraz
km

60 = w4+ 2km, czyli 0 = 6 + 5 gdzie k = 0,1,2,3,4,5. Podstawiajac kolejno

k=0,1,2,3,4,5 otrzymujemy sze$¢ roznych wartosci v/—27:
3 1 3 3
cos%—l—zsm ) = \/§<\g_ —1—22') = 2+\é_z’,

:\/§ COS<7T+ >+isin<g+g>>:\/§<0082+zsm ) \/_2

2 5 5 3 3
E4 2 s+ 3)) = v (eos T i o) = -S4 O
T 3r .. (T 37 i 3 V3.
o= VB(eon(G 4 ) isin(G o+ ) ) = VB (oo isin ) = =5 - G
4 4

=3 COS<g —{—J) %—z’sin(7T ;)) = \/§<cos+zsm327r> = —V 31,
5 11 11 3 3
25 = \/g(cos(g + ;) —HSID( ;)) = \/§<COS7T +1sin67r> =5 é_z

Zadanie 3.27. Rozwiaza¢ réwnanie 2% + 8 = 0.

Rozwigzanie. Rozwigzanie tego réwnania sprowadza si¢ do wyznaczenia wszystkich
wartosci pierwiastka szeSciennego z liczby —8. W tym celu zapiszmy ja w postaci
trygonometrycznej

—8 = 8(cosm +isinm).

Stad poszukiwanymi pierwiastkami sa liczby
2k 2k
zk:%<cos<w>+isin<w>>, kE=0,1,2.

Podstawiajac kolejno £ = 0,1, 2 otrzymujemy:

1
20:2<cosg+isin§) :2<+i\/§> = 1+\/§z’,

2 2
2 2
21:2<COS7T_; 7T+z'sin7r—g W) = 2(cosT +isinm) = —2,
4 4 5 5 1 3
Z2:2<COS7T+ t z'sinﬁ—i;3 W) :2<C0537T—|—zsin37T) —2(2 z{) =13
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Uwaga. Roéwnanie to mozemy réwniez rozwigzaé korzystajac ze wzoru na sume

szescianow. Mamy wtedy
2 4+8=0 — (z+2)(* =22 +4) =0.

Wida¢, ze jednym z pierwiastkéow réwnania jest zg = —2. Pozostate dwa wyznaczymy
rozwigzujac rownanie

22 —2244=0.

Obliczamy wyrdznik

A=(-22—-4-4=4-16=—12.
Stad VA = /=12 = 21/3i i poszukiwanymi pierwiastkami réwnania sg:

2 — 23 242
22N L

1T 2Ty
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4. Geometria analityczna na plaszczyznie

4.1 Okrag

Niech O bedzie dowolnym punktem plaszczyzny R?, a r dowolng liczbg rzeczywista
dodatnia. Okregiem o srodku w punkcie O i promieniu r nazywamy zbiér wszystkich

punktéw plaszezyzny odlegtych od O o 7.

Y

Yo

A

Jezeli punkt O ma wspoéhrzedne (z¢,yo), to punkt (z,y) lezy w odlegtosci r od O wtedy
i tylko wtedy, gdy

V@ =02+ (y—yo)2 =1

Poniewaz obie strony ostatniej rownosci sg nieujemne, to mozna ja przepisa¢ w sposob
rOwnowazny w postaci

(z —20)* + (y — yo)* = r°. (31)
Innymi stowy, zbiér wszystkich punktéw (z,y) spetniajacych réwnanie (31) jest okregiem
o érodku w punkcie (zg,y9) 1 promieniu r. Réwnanie to nazywamy kanonicznym
rownaniem okregu.

Zauwazmy, ze réwnanie (31) mozna zapisa¢ w postaci (zwanej postacia 0gdlng okregu)
x4+ % — 2xox — 20y + 20 = 0, (32)

gdzie zg = 23 + y? — r?. Nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze nie kazde réwnanie tego typu

opisuje okrag.
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Twierdzenie 4.1. Dla ustalonych liczb rzeczywistych xqy, yo 1 zo réwnanie (32) jest

rownaniem okregu wtedy i tylko wtedy, gdy
xg + yg —zp > 0.
Jezeli nierownos¢ ta zachodzi, to réwnanie (32) opisuje okrag o Srodku w punkcie (xo,yo)
i promieniu \/23 + y& — 2.
Dowod. Mamy
2%+ — 2w0x — 290y + 20 = (& — 20)* + (¥ — y0)* — (25 + v§ — 20).
Przyjmujac ¢ = 22 + y2 — 20, widzimy, ze réwnos¢ (32) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
(x = 20)* + (y — w0)* = c.

Jezeli ¢ < 0, to rownanie powyzsze jest sprzeczne, gdyz jego lewa strona jest nieujemna.
Gdy r = 0, to jedynym rozwiazaniem réwnania jest punkt (z, o), gdzie z = x¢ i y = yo.
Jezeli natomiast ¢ > 0, to mozemy oznaczy¢ r = +/c, otrzymujac réwnanie okregu

(x —20)? + (y — y0)? = r? 0 érodku w punkcie (xg,yo) i promieniu r. O
Zadanie 4.1. Zbadaj, czy rOwnanie
x2+y2+x—2y+1:0
opisuje okrag. Jezeli tak, podaj jego srodek i promien.
Rozwigzanie. Mamy w tym przypadku xg = —%, Yo=11z2y=1, wiec
2

9 1
$0+y0—2021+1—1:

Z twierdzenia 4.1 wynika, ze podane réwnanie opisuje okrag o $rodku w punkcie (—3,1)

1

1 promieniu 3
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Zadanie 4.2. Podaj réwnanie okregu opisanego na tréjkacie o wierzchotkach w punktach
(0,3)

(1,1)
(_27 0)
Rozwigzanie. Wystarczy znalez¢ takie liczby xg, yo 1 29, aby dla kazdego z podanych
punktéw spelnione bylo réwnanie (32). Innymi stowy, musimy rozwiaza¢ uktad réwnan
2—2I0—2y0+20:0,

9—6y0—|—z0:O,

4+2$0+ZOIO.

Nietrudne, acz nuzace, obliczenia dajg rozwigzanie

Ty = _%7
Yo = g:
20 — —%
Otrzymujemy ostatecznie okrag o srodku w punkcie (—%, g) i promieniu %.

Zadanie 4.3. Napisz rownanie okregu, ktory ma ten sam srodek co okrag o réwnaniu
2, .2 _
4y —20+4y—4=0
i przechodzi przez punkt (1,2).

Rozwiazanie. Podane réwnanie opisuje okrag o $rodku w punkcie (1,—2). Réwnanie

szukanego okregu jest wiec postaci
w? +y? — 20 +4y+ 2 = 0.
Poniewaz punkt (1,2) ma do tego okregu naleze¢, to
9 —2+8+ 2 =0,

czyli zg = —11.
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4.2 Prosta

Dla ustalonego punktu P plaszczyzny R? oraz niezerowego wektora @ w tejze
ptaszczyznie przez prostq o wektorze kierunkowym v przechodzaca przez P rozumieé
bedziemy zbidr

I={QcR*: Q=P+t t cR}.

Y

U
P/
T

Jezeli punkt P ma wspéhrzedne (xg, 1) oraz v = (a,b), to Q = (z,y) spelia réwnosé

Q = P + tv wtedy i tylko wtedy, gdy
T = g+ at,
Y = yo + bt.

Uktad ten nazywamy réwnaniem parametrycznym prostej. Mozemy tez, przyréwnujac
warto$¢ parametru t, rOwnanie parametryczne przepisa¢ w postaci kierunkowej

T—To Y—Y

l: =
a b

Zwracamy przy tym uwage, ze jest to tylko zapis formalny réwnania parametrycznego,

gdyz moze sie zdarzy¢, ze a = 0 lub b = 0.

Twierdzenie 4.2. Dla kazdej prostej | w plaszczyinie R? istniejg liczby rzeczywiste A,
B 1 C, dla ktorych
I ={(x,y) € R*: Ax + By + C = 0}.
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Dowdd. Zatézmy, ze prosta | przechodzi przez (rézne) punkty (xq,y;) oraz (x2,ys).
Jej wektorem kierunkowym jest zatem niezerowy wektor ¥ = (xe — z1,y2 — Y1),
a w konsekwencji prosta [ ma rownanie kierunkowe

Tr—x _ Yy—u

l: .
To — 1 Y2 — U1

Widzimy zatem, ze punkt (x,y) lezy na prostej [ wtedy i tylko wtedy, gdy

(x —21) (Y2 — 1) = (y — 1) (w2 — 71),

lub réwnowaznie

(y2 —y1)x + (21 — 22)y + 21(y1 — Y2) + ya (22 — 21) = 0.

Wystarczy teraz przyjac

A=y — 11, B =121 — x9, C:Z1(y1—y2)+y1($2—$1)-

Réwnanie

Ar+ By+C =0 (33)

nazywamy réwnaniem ogdlnym prostej l. Oczywiscie dla kazdej trojki (A, B,C') liczb
rzeczywistych, przy czym A i B nie sa jednoczes$nie réwne 0, réwnanie (33) przedstawia
pewng prosta. Powiemy, ze dwie proste sa réwnolegle, jezeli maja rownolegte wektory
kierunkowe.

Warto réwniez zauwazy¢é, ze wektor 7 = (A, B) jest prostopadly do prostej
o réwnaniu (33). Istotnie, z dowodu twierdzenia 4.2 wynika, ze wektorem kierunkowym

prostej [ jest ¥ = (—B, A). lloczyn skalarny wektoréw 7 i ¢ jest réwny zero, gdyz
(ni,v) = A(—~B) + BA =0,

co dowodzi prostopadtosci 77 1 . Méwimy, ze wektor 77 jest wektorem normalnym prostej

.
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Zadanie 4.4. Wyprowadz wzér na odlegtosé punktu P = (xg,y) od prostej

l: Az + By +C = 0.
Y

Rozwigzanie. Mozemy zatozy¢, ze punkt P nie lezy na prostej . Wyznaczmy prosta
', ktéra przechodzi przez punkt P i jest prostopadla do prostej . Wektorem normalnym
prostej [ jest U = (A, B), ktéry jest jednoczesnie wektorem kierunkowym prostej I’. Prosta

I dana jest zatem rownaniem parametrycznym
xr =z + At,
Yy =yo + Bt.
Wstawiajac te warto$ci do rownania prostej [, otrzymujemy
A(zg+ At) + B(yo + Bt) + C = t(A* + B?) + Azg + By, + C = 0.

Oznacza to, ze punktem przeciecia prostych 1 i !’ jest P’ = (x¢ + Ato, yo + Bty), gdzie

_Ax0+By0+C’
A% + B2

t():

Dhugosé¢ odcinka PP’ jest rowna

\/(aco + Aty — 10)? + (yo + Bto — y0)* = \/A2t3 + B2t = |to|V A% + B2.

Ostatecznie, odlegtos¢ punktu P od prostej [ jest wiec rowna

’A.Z'o‘i‘Byo—FC‘
VLB

Warto zauwazy¢, ze wzor ten pozostaje prawdziwy dla punktu P lezacego na prostej [.
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Zadanie 4.5. Wyznacz odlegtos¢ miedzy dwiema prostymi réwnolegltymi o réwnaniach
l: Av + By +C =0, I': Az + By + C' = 0.

y !

Rozwiazanie. Zal6zmy, ze punkt (z,vo) lezy na prostej [. Wtedy
Am0+ByO+C:0.

Z poprzedniego zadania wiemy, ze odlegltosé punktu (zg,yo) od prostej I’ wyraza sie

Wzorenl

|Ax0+By0+C”]_ |C,—C‘
VELDE VIR B

Zadanie 4.6. Znajdz wysoko$¢ trojkata o wierzchotkach A = (1,1), B = (-3,2)

i C'= (0,—2) opuszczong z wierzchotka A.
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Rozwigzanie. Wystarczy wyznaczy¢ odlegtosé punktu A od prostej [ przechodzacej przez

punktu B i C'. Wektorem kierunkowym tej prostej jest

—

U= BC = (3,—4),
wiec
l:dx+3y+c=0.

Skoro prosta [ przechodzi przez punkt C', to
—6+c=0,

skad ¢ = 6. Ze wzoru na odlegtos¢ punktu od prostej szukana wysokos¢ ma dtugoscé

4+3+6] 13

V2132 5
Zadanie 4.7. Znajdz punkt symetryczny do punktu P = (—5,4) wzgledem prostej
[: 2z —y+4=0.

Y l

Rozwigzanie. Szukany punkt @ lezy na prostej I’ prostopadtej do [ i przechodzacej przez

punkt P. Prosta I’ dana jest réwnaniem

l:x+2y—3=0.
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Latwo sprawdzié, ze punktem przeciecia prostych [ i !’ jest R = (—1,2). Wystarczy zatem
tak dobra¢ wspotrzedne punktu @ = (a, b), aby punkt R byt srodkiem odcinka PQ. Mamy

_1:—5+a, 2:47+b7
2 2
skad
Q = (3,0).

4.3 Prosta i okrag

Zadanie 4.8. Uzasadnij, ze dla dowolnego okregu na ptaszczyznie kazda prosta ma z tym

okregiem zero, jeden lub dwa punkty wspoélne.

Rozwigzanie. Rozwazmy okrag o réwnaniu
2, .2 _
-ty —2$0—2y0+20—0

oraz prosta o rOwnaniu

l: Ar+By+C =0.

Przynajmniej jedna z liczb A lub B jest rézna od zera. Zatézmy, dla ustalenia uwagi, ze

A # 0. Wtedy rownanie prostej mozna zapisa¢ w postaci

_By+C
—.
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Wstawiajac te wartos¢ do réwnania okregu, otrzymujemy rownanie kwadratowe z
jedng niewiadoma gy, ktére moze mie¢ zero, jeden lub dwa pierwiastki. Kazdemu z
tych pierwiastkéw odpowiada doktadnie jedna warto$é¢ x, wiec par (z,y) spelniajacych

jednoczesnie réwnanie okregu i réwnanie prostej moze by¢ co najwyzej dwie.

Prosta, ktéra doktadnie jeden punkt wspoélny z okregiem nazywamy styczng do okregu.

Zadanie 4.9. Wykaz, ze prosta styczna jest prostopadta do promienia poprowadzonego

do punktu stycznosci.

Rozwigzanie. Zatozmy, ze teza zadania nie jest prawdziwa, to znaczy, ze prosta styczna
[ nie jest prostopadta do promienia. Oznaczmy srodek okregu przez O, a punkt stycznosci
przez P. Poprowadzmy prosta prostopadta " do [ i przechodzaca przez O. Oznaczmy ich
punkt przeciecia przez Q). Trojkat OP(Q jest prostokatny, a jego przeciwprostokatna jest
odcinek OP. Dhugos$é¢ odcinka OP jest wiec wigksza niz dtugo$é odcinka OQ). To jednak
nie jest mozliwe, gdyz punkt @ lezy na zewnatrz okregu (w przeciwnym razie prosta [

miataby z tym okregiem dwa punkty wspélne). Otrzymana sprzecznosé koriczy dowdd.

Zadanie 4.10. Napisz réwnanie okregu przechodzacego przez punkt (1,2), do ktérego

styczne sg proste
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Rozwigzanie. Poniewaz szukany okrag jest styczny do osi uktadu wspotrzednych, to ma
on réwnanie

(0= (g =) =

dla pewnego r > 0. Przechodzi on przez punkt (1,2), wiec
(A-rP+@—r) =1
Po uproszczeniach, ostatnia réwnosé jest rownowazna rownosci
r? —6r+5=0.
Ma ona dwa rozwigzania, r = 1 i r = 5. Istnieja zatem dwa okregi o zadanej wtasnosci:

(-1 +@y—1>%=1, (x —5)*+ (y —5)* = 25.

Y
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