


Pochodne jednostronne

Jeżeli funkcja f jest określona w pewnym otoczeniu lewostronnym

punktu x0, to granicę

f
0

�
(x0) := lim

x!x
−

0

f (x)− f (x0)

x − x0

,

o ile istnieje, nazywamy pochodną lewostronną funkcji f w punkcie x0.
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Jeżeli funkcja f jest określona w pewnym otoczeniu lewostronnym

punktu x0, to granicę

f
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(x0) := lim

x!x
−

0

f (x)− f (x0)

x − x0

,

o ile istnieje, nazywamy pochodną lewostronną funkcji f w punkcie x0.

Jeżeli funkcja f jest określona w pewnym otoczeniu lewostronnym

punktu x0, to granicę

f
0

+(x0) := lim
x!x

+
0

f (x)− f (x0)

x − x0

,

o ile istnieje, nazywamy pochodną prawostronną funkcji f w punkcie

x0.



Pochodna w przedziale domkniętym

Jeżeli funkcja f jest określona na przedziale [a, b) i ma pochodną

prawostronną w a, to mówimy, że jest ona różniczkowalna w a.



Pochodna w przedziale domkniętym

Jeżeli funkcja f jest określona na przedziale [a, b) i ma pochodną

prawostronną w a, to mówimy, że jest ona różniczkowalna w a.

Jeżeli funkcja f jest określona na przedziale (a, b] i ma pochodną

lewostronną w b, to mówimy, że jest ona różniczkowalna w b.





Pochodna a zachowanie funkcji

Twierdzenie Fermata

Jeżeli funkcja f : (a, b) → R osiąga w punkcie x0 kres dolny lub górny

swoich wartości oraz istnieje pochodna f 0(x0), to

f
0(x0) = 0.



Twierdzenie Rolle’a

Jeżeli funkcja f jest ciągła w przedziale [a, b] oraz różniczkowalna

w przedziale (a, b), a dodatkowo f (a) = f (b), to istnieje taki punkt

c ∈ (a, b), że

f
0(c) = 0.



Twierdzenie Lagrange’a o wartości średniej

Jeżeli funkcja f jest ciągła w przedziale [a, b] oraz różniczkowalna

w przedziale (a, b), to istnieje taki punkt c ∈ (a, b), że

f
0(c) =

f (b)− f (a)

b − a
.





Pochodna a monotoniczność

Twierdzenie

Niech funkcja f : I → R określona na dowolnym przedziale I będzie

ciągła na I oraz różniczkowalna wewnątrz I . Wtedy:

 f jest stała na I ≡ f 0 = 0 wewnątrz I .

 f jest rosnącą na I ≡ f 0 > 0 wewnątrz I .

 f jest malejąca na I ≡ f 0 6 0 wewnątrz I .



Pochodna a ścisła monotoniczność

Twierdzenie

Niech funkcja f : I → R określona na dowolnym przedziale I będzie

ciągła na I oraz różniczkowalna wewnątrz I . Jeżeli funkcja f 0 nie jest

stale równa 0 na żadnym podprzedziale przedziału I , to

 f jest ściśle rosnącą na I ≡ f 0 > 0 wewnątrz I .

 f jest ściśle malejąca na I ≡ f 0 6 0 wewnątrz I .









Ekstrema

Mówimy, że funkcja f ma w punkcie x0 minimum lokalne, jeżeli

_

δ>0

^

x2S(x0,δ)

f (x) > f (x0).

Jeżeli nierówność > zamienimy na >, to powiemy, że jest to minimum

lokalne właściwe.



Ekstrema

Mówimy, że funkcja f ma w punkcie x0 maksimum lokalne, jeżeli

_

δ>0

^

x2S(x0,δ)

f (x) 6 f (x0).

Jeżeli nierówność 6 zamienimy na <, to powiemy, że jest to maksimum

lokalne właściwe.



Warunek konieczny istnienia ekstremum

Twierdzenie Fermata

Jeśli funkcja f : (a, b) → R ma w punkcie x0 ekstremum lokalne i jest w

tym punkcie różniczkowalna, to

f
0(x0) = 0.





Warunek dostateczny istnienia ekstremum

Niech funkcja f : (a, b) → R będzie ciągła w punkcie x0 oraz dla

pewnego δ > 0 różniczkowalna w zbiorze S(x0, δ).

 Jeżeli f 0(x) < 0 dla każdego x ∈ (x0 − δ, x0) oraz f 0(x) > 0 dla

każdego x ∈ (x0, x0 + δ), to f ma w punkcie x0 minimum lokalne

właściwe,

 Jeżeli f 0(x) > 0 dla każdego x ∈ (x0 − δ, x0) oraz f 0(x) < 0 dla

każdego x ∈ (x0, x0 + δ), to f ma w punkcie x0 maksimum lokalne

właściwe.


