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Zestaw 6 — Teoria graféw

1. Niech G = (V, E) bedzie dowolnym grafem, niekoniecznie prostym. Oznaczmy przez Dy, k > 0
liczbe wierzchotkéw tego grafu, ktore maja stopienn k. Uzasadnij, ze zachodzi réwnosé

Dy +2Dy+3Ds +--- =2|E|.
Uwaga. Kazda petla zwieksza stopienn wierzchotka o dwa.
2. Przy oznaczeniach z zadania 1 uzasadnij, ze
—Do+ Dy +2D3+3Dy +---=2|E| — |V|.

3. Graf G ma po trzy wierzchotki stopnia 1, 2 i 3. Wiedzac, ze pozostate wierzcholtki grafu G sa
stopnia 4 oraz, ze graf G ma 13 krawedzi, znajdz liczbe wierzchotkow tego grafu.

4. Narysuj graf, dla ktérego

Dy=1, Di=1, Dy=0, D3=3, Dy=1
oraz D =0dla k > 5.
5. Uzasadnij, ze nie istnieje graf, dla ktoérego

Dyp=0, D=1, Dy=0, D3=2, Dy=1
oraz D, = 0dla k > 5.

6. Wykaz, ze w dowolnym grafie prostym, ktéry ma przynajmniej dwa wierzchotki, pewne dwa
wierzchotki maja ten sam stopien.

7. Zalozmy, ze dla grafu prostego G istnieje taka liczba catkowita k > 2, ze dla kazdego wierz-
chotka v € V(G) zachodzi degv > k. Wykaz, ze graf G zawiera cykl o dlugosci co najmniej
kE+1.

8. Niech G bedzie grafem prostym, ktory nie zawiera jako podgrafu K. Zalozmy, ze |V (G)| = 2k
dla pewnego k > 1. Wykaz, ze |E(G)| < k? i sprawdzi¢, ze tego oszacowania nie mozna poprawic.
9. Zalozmy, ze graf G jest drzewem i |V (G)| > 2. Wykaz, ze w grafie G istnieja co najmniej dwa
wierzchotki o stopniu réwnym 1.

10. Wykaz, ze w dowolnym drzewie istnieje doktadnie jedno centrum, albo dwa sasiednie centra.
Uwaga. Dla grafu spdjnego centrum nazywamy dowolny wierzchotek, ktérego maksymalna odle-
glo$é¢ do dowolnego innego wierzchotka tego grafu jest mozliwie najmniejsza.

11. Czy kazde drzewo o przynajmniej dwoch wierzchotkach jest grafem dwudzielnym?

12. Narysuj graf, ktory ma 5 wierzchotkéw oraz

a) nie jest hamiltonowski i nie jest eulerowski,
b) nie jest hamiltonowski, ale jest eulerowski,
c¢) jest hamiltonowski i nie jest eulerowski,

d) jest hamiltonowski i eulerowski.

13. Niech G bedzie prostym, planarnym grafem spojnym. Wykaz, ze jezeli |V (G)| > 3, to
[E(G)] <3[V(G)| —6.

14. Zalozmy, ze graf G jest spojny i planarny. Wykaz, ze jezeli |V(G)| > 1, to istnieje taki
v e V(G), ze degv < 5.

15. Zalozmy, ze graf planarny G nie ma podgrafu, ktory jest trojkatem Ks. Wykaz, ze x(G) < 4.
16. Na wymys$lonych przez siebie grafach wykonaj algorytmy Kruskala, Fleury’ego i Dijkstry.



