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Zestaw 2 — Indukcja matematyczna

1. Uzasadnij, ze
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13+23+...+n3=<n(n;)>, n e N.

2. Udowodnij, ze
4m (2n)!
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n > 2.

3. Znajdz wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych prawdziwa jest nieréwnosé
a) 2" >n?
b) 3" >2(n+1)>2

4. Znajdz zwarta postaé¢ sumy
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dla wszystkich n € N.

5. Znajdz zwarta posta¢ sumy
1-114+2-214+3-3'+...+n-n!

dla wszystkich n € N.

6. Udowodnij nier6wnosé

gyl 4t oom €N
— — _— — n .
273 m_1" 2

7. Niech (F},)n>1 bedzie ciagiem Fibonacciego zdefiniowanym rekurencyjnie

Fy=0, Fi =1, Foio=F,1 + F,.

=250 - (52))

Sprawdz, ze
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o

8. Udowodnij, ze
Fm+n: m+1Fn+Fan—1a m,n € N.

9. Sprawdz, ze
Foy1Fy — F2=(-1)",  neN.
10. Uzasadnij, ze dla dowolnego n € N liczba Fj,, jest podzielna przez 5.
11. Zdefiniujmy ciag (an)n>0 wzorami ap =1, a1 = 3, ag = 5,
an+2 = 3apn, + 2ap_1, n>1.
Znajdz wzoér rekurencyjny na a,, n € N, w ktérym nie wystepuje zaden wyraz ciagu poza a,—1.

12. Ciag (an)n>0 jest zdefiniowany rekurencyjnie przez rownosci

ap = 17 Aman T Qm—n = §(a2m + a2n)7 m>=n 2> 0.

Znajdz wzér jawny na a, dla n > 0.

13. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b oraz dla dowolnej liczby naturalnej n
zachodzg réwnosci
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14. W pewnym panstwie kazda para miast jest potaczona droga jednokierunkowa. Uzasadnij,
ze istnieje w tym panstwie takie miasto, do ktérego mozna dojecha¢ z kazdego innego miasta
bezposrednio lub przejezdzajac przez co najwyzej jedno inne miasto.

15. Z szachownicy o wymiarach 2™ x 2" usunieto jedno pole (wymiaru 1 x 1). Wykaz, ze pozostala
cze$¢ mozna pokryé figurami w ksztalcie litery L, ktére ztozone sa z trzech pol 1 x 1.

16. Nieparzysta liczba dzieci ustawila sie na zasniezonym boisku szkolnym. Kazde dziecko stoi
w innym miejscu, a odlegloéci miedzy dzieémi sa parami rézne. W pewnym momencie kazde
dziecko rzuca kulka $niegu w dziecko stojace najblizej. Wykaz, ze przynajmniej jedno z dzieci nie
zostanie trafione.

17. Uzasadnij, ze dla dowolnego n € N i dowolnego zbioru A o n elementach, wszystkie jego
podzbiory A;, i =1,...,2" mozna ustawi¢ w kolejnosci

A, As, As, ..., Ao

w ten sposob, ze kazde dwa sasiednie zbiory réznia sie doktadnie jednym elementem, przy czym
zbiory Aj i Agn rOwniez uznajemy za sasiednie.
Dla n = 3 i zbioru {1, 2, 3} kolejnos¢ podzbioréw moze by¢ nastepujaca:

0, {13 {12} {2} {23} {123}, {13}, {3}

18. Bolek i Lolek graja w nastepujaca gre. Na stole lezg dwa niepuste stosy cukierkéw. Zaczyna
Bolek, ktoérego ruch polega na zjedzeniu wszystkich cukierkéw z wybranego stosu i podzieleniu
drugiego stosu na dwie (niekoniecznie réwne, ale niepuste) czesci. Nastepnie Lolek robi to samo,
zjada wybrany stos i dzieli drugi na dwie czesci. Gracze postepuja w ten sposob, az jeden z nich
nie bedzie mogt wykonaé legalnego ruchu. Ktory z graczy ma strategie wygrywajaca?



