IMIE i NAZWISKO (DRUKOWANE): .o

Nr grupy: ..............

Kolokwium II — 26 stycznia 2026 r.

e Prosze o wyrazne podpisanie pracy. Imie i nazwisko muszg by¢ DRUKOWANE.
e Prosze o wpisanie numeru grupy w postaci 1.x. Osoby powtarzajace wpisujg W.

e Prosze o czytelno$é — bez nadmiernych skreslen, strzalek i dodatkowych kartek.

Kazde zadanie musi byé rozwigzane na odpowiedniej stronie.

1. Wyznacz reszte z dzielenia liczby
25100
przez 27.
Rozwiazanie: Poniewaz NWD(2,27) = 1 oraz ¢(27) = 27 — 9 = 18, to z twierdzenia Eulera wiemy, ze

218% = 1 (mod 27)

dla dowolnego k € N. Oznacza to, ze
95'%% — 95'%% mod 18

)

wiec wystarczy wyznaczyé reszte z dzielenia 5% przez 18. Mamy NWD(5, 18) = 1, wiec ponownie mozemy uzy¢
twierdzenia Eulera, otrzymujac
52018 =56 =1 (mod 18).

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze 100 mod 6 = 4, co prowadzi do
5190 =54 =252 =72 =13 (mod 18).

Ostatecznie o
25 =213 =2.212-92.(262=2.642=2-10°=2-19=11 (mod 27).

40 pkt.

10 pkt.
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2. Rozwiaz uktad kongruencji

10 pkt.

122 =96 (mod 420),
x =17 (mod 64).

i wyznacz jego najmniejsze rozwiazanie dodatnie.

Rozwigzanie: Poniewaz NWD(12,420) = 12 oraz 12 | 96, to pierwsza z kongruencji jest rownowazna
x=8 (mod 35). (1)
Rozwiazania drugiej kongruencji sa postaci
x =17 + 64k, keZ.

Po wstawieniu do (1) otrzymujemy
17+ 64k =8 (mod 35),

co po uproszczeniu daje
29k = -9 (mod 35).

Wykorzystujac rozszerzony algorytm Euklidesa, znajdujemy odwrotno$é 29 modulo 35, ktéra jest réwna 29.
Otrzymujemy zatem
k=-9-29=19 (mod 35),

co po wstawieniu do x daje
x =17+ 64(19 + 351) = 1233 + 35 - 641, leZ.

Najmniejszym rozwiazaniem dodatnim jest 1233.
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3. Graf prosty G ma 20 wierzchotkow i 31 krawedzi. Ponadto liczba wierzchotkow stopnia 2 jest dwa razy wieksza od

liczby wierzchotkéw stopnia 6. Pozostate wierzcholki sg stopnia 3. Wyznacz liczbe wierzchotkéw poszczegdlnych 100kt
pkt.

stopni.

Rozwiazanie: Niech D; oznacza liczbe wierzchotkéw stopnia i. Wtedy z tresci zadania wiemy, ze
Dy + D3+ Dg =20

oraz

Dy = 2Dg.
Wstawiajac druga z tych réwnosci do pierwszej, otrzymujemy
3Dg + D3 = 20. (2)
Wiemy tez jednak, ze
2Ds + 3D3 + 6Dg = 62,

czyli
3D3 + 10Dg = 62. (3)

Wystarczy teraz rozwiaza¢ uklad rownan (2)—(3). Z pierwszego rownania D3 = 20 —3Dg, wiec 60 —9Dg +10Dg =
62, skad
Dg =2

oraz
Dy =4,  Dj=14.
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4. Znajdz wszystkie rozwigzania catkowite = i y rownania

252z + 198y = 36. 10 pkt.

Rozwiazanie: Zauwazmy najpierw, wykorzystujac na przyklad algorytm Euklidesa, ze NWD(252,198) = 18.
Drzielac podane réwnanie stronami przez 18, otrzymujemy

ldx + 11y = 2.
Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa otrzymujemy:
14-4411-(-5)=1.
Mnozac te rownosé stronami przez 2, widzimy, ze
14-8+411-(-10) = 2.

ZmnalezliSmy jedno rozwiazanie szczegblne
z =8, y = —10.

Widzimy teraz, ze jeli para (x,y) jest rozwigzaniem wyj$ciowego rownania, to
14(x —8)+ 11(y+5) =0

lub réwnowaznie

14(z — 8) = —11(y + 5).

Poniewaz prawa strona ostatniej rownosci jest podzielna przez 11, to rowniez lewa strona jest podzielna przez
11. Jednak NWD(14,11) = 1, wiec 11 musi dzieli¢  — 8. To oznacza, ze x — 8 = 11k dla pewnego k € Z, skad

r =8+ 11k.
Otrzymujemy stad 11y = 2 — 14(8 + 11k) = —110 — 14 - 11k, czyli
y=—11— 14k.
Jezeli zatem para (z,y) spelnia wyj$ciowe rownanie, to musi by¢ postaci

{9:— 8 + 11k, @

y=—11— 14k,

dla pewnego k € Z. Poniewaz kazda taka para spelnia rozwazane rownanie (latwe sprawdzenie), to zbior wszyst-
kich rozwigzan jest dany przez (4) dla dowolnego k € Z.



