IMIE i NAZWISKO (DRUKOWANE): .o

Nr grupy: ..............

Kolokwium I — 15 grudnia 2025 r.

e Prosze o wyrazne podpisanie pracy. Imie i nazwisko muszg by¢ DRUKOWANE.
e Prosze o wpisanie numeru grupy w postaci 1.x. Osoby powtarzajace wpisujg W.

e Prosze o czytelno$é — bez nadmiernych skreslen, strzaltek i dodatkowych kartek.

Kazde zadanie musi byé rozwigzane na odpowiedniej stronie.

1. Zbuduj formute rownowazna p @ ¢, wykorzystujac wylacznie funktor | (NOR).

Rozwigzanie: Zacznijmy od zapisania funktora & w postaci CNF, mianowicie

p&qg=(Vqg) A(-pVg).

Z prawa de Morgana otrzymujemy zatem

p@qg=-[(pVg) A(-pV—q)] =
[~V VeV g =

(rlg)l(=pl—q).

Ostatecznie, poniewaz,
p=plp,

to

pdq=m@la)l[lplp)l(ela)].

40 pkt.

10 pkt.
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2. Uzasadnij, ze dla dowolnych zbiorow A, B i C' zachodzi réwnoscé

(AAB)NC =(ANC)A (BNO).

Rozwiazanie: Mamy

(AAB)NC =[(A\B)U(B\ 4)]NC =
[(ANB)U(BNA%)|NC =
[(ANB)NC]U[(BNA°)NC] =
= (A

NB°NC)U(A°NBNCQC).

~ o~~~

7 drugiej strony

(ANC)A(BNC)=[(AnC)N(BNC)JU[(BNC)N(ANC) ] =
=[(ANC)N(B°UCY)]U[(BNC)N(A°UC)] =
=[(ANnCNB)UANCNCY)|U
u[(BnCnA9)U(BNCNCY| =
=(ANCNBYUDU(BNCNAY)UD =
=(ANB°NC)U(A°NBNC).

Obie strony okazaly sie by¢ réwne, co konczy dowdd.

definicja roznicy symetrycznej)
zamiana roznicy na iloczyn)
rozdzielnosé¢ N wzgledem U)

tacznosé i przemiennosé N)

(definicja A)

(prawo de Morgana)

(rozdzielnosé i tacznosé N)
(ANA“=CnCe=0)

(przemiennosé N)

10 pkt.
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3. Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

(2n+1)+ (2n+3)+ ...+ (4n — 3) + (4n — 1) = 3n>.

Rozwiazanie: Dowodzona réwno$é¢ mozna zapisa¢ rownowaznie w postaci

2n—1
> (2k+1) =3n”.
k=n
Dla n = 1 otrzymujemy
3=3-12%

co jest oczywiscie prawda. Niech teraz n bedzie dowolnie wybrang liczba naturalng. Zat6zmy, ze

(2n+ 1)+ (2n+3) + ...+ (4n — 3) + (4n — 1) = 3n>.

L’!‘L

Musimy sprawdzié, ze

n+D+D)+2n+1)+3)+...+@4n+1)=3)+@An+1)—1)=3(n+1)%

Lpga

Mamy

Lyi1=02n+3)+2n+5)+...+dn—-1)
=2n+1)+2n+3)+...+(4n—-1)
=L, +Un+1)+Un+3)—2n+1)=
=3n+6n+3=
=3(n*+2n+1)=
=3(n+1)%

(An+1)+ (4n+3) =

+
+@n+1)+4n+3)-2n+1) =

co koniczy dowod indukeyjny.

10 pkt.
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4. Rozwazmy zbior X, ktérego elementami sg ciagi o wyrazach —1 lub 1 o dtugosci 4. W X wprowadzamy relacje

~ Wzorem
10 pkt.

(a1, a2,a3,a4) ~ (b1,b2,b3,b4) < a1+ ag +az+ 2a4 = by + by + bz + 2by

dla dowolnych (a1, as,as,aq), (b1, ba,bs,bs) € X. Relacja ~ jest relacja rownowaznosci (nie musisz tego spraw-
dzac). Znajdz wszystkie klasy abstrakcji wzgledem tej relacji.

Rozwiagzanie: Dla dowolnego (a1, as,as,as) € X oznaczmy
S((a1,a2,as,a1)) = a1 + as + as + 2a4.

Klasy abstrakcji beda zbiorami elementéw X o réwnych sumach S. Dla wyrazéow —1 i 1 rozwazana suma moze
by¢ réowna —5, —3, —1, 1, 3 lub 5. Otrzymujemy zatem sze$¢ réznych klas abstrakcji. Sg to

{

(1,1,1,1)}

{(1,1,-1,1), (1, 111)( 1,1,1,1)},

{(@, 1,1,f ), (1, 1),(-1,1,-1,1),(-1,-1,1,1) },
{11 )7(1, -1),(-1,1,1,-1), (-1,-1, -1, 1)},
{( )

{(-

17—1 -1,-1),(=1,1,-1,-1),(-1,-1,1,-1)},
1,— —1)

)

}



