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Macierze



Macierze

Macierza wymiaru n X m (o n wierszach i m kolumnach) nazywamy
tablice liczb rzeczywistych/zespolonych

",
di1 4d1i2 ... 31,1

.,
dp1 dp2 ... a2y L('D\JkL ! l,\“‘{jlf\—
. " -“e/

liﬁ Lj NSV . 3 ]
d d ... d
| dnl n2 nm | L/Ol/\/n/\_.b,\\)@
Piszemy réwniez OVD} CJ]

A= lajli=1,..n
j=1,....om

lub
A = [a;].



Dodawanie i odejmowanie macierzy

Jezeli (4\, B € Rnxé(czyli macierze A i B s3 doktadnie tego samego
wymiaru), to definiujemy A 4= B wzorem

i1 ... dlm
a1 ... d2m

Réwnowaznie

b11 c. blm _311 + b11
bo1 ... bom R bo1
_bnl O bnm_ | dnl T bnl

A+ B = aj] + [bjj] = [aj + bjj].

dim + dim
d2m + b2m

anm :l: bnm_



Mnozenie macierzy przez liczbe

Niech ¢ € R. Wtedy

dil1 ... dlm cai1 ... Cadim
a1 ... d2m car1 ... Cadom
C p—
| dnl dnm | | Cdnl Cadnm_

Réwnowaznie
cA = c|ajj] = [caj].




W+tasnosci
A+B=B+A
A+(B+C)=(A+B)+C
c(A+ B)=cA+cB
(c + d)A = cA+ dA

(cd)A = c(dA)



Mnozenie macierzy

Niech A € Rnx@xk. Definiujemy wtedy iloczyn C = A- B

WZOrem

m
C = [CIJ] c Ryxk, Cij = Z a,-,b,j.
r=1
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Cwieczenie

4 %G

Wykona¢ dziatania

Fleel o = 5
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W+tasnosci iloczynu

AB+C)=AB+ACdlaAe R, xmi B,C € Rk

(A+ B)C =AC+BCdla ABeRxmi CeERpxk

c(AB) = (cA) B=A(cB)dla A€ Ryxm BERxkiceR
(AB)C = A(BC)=ABCdla A€ Ryxm BERxki CERpyy

Alm — lnA dla A E Rnxm

A = [P“'«XL\

~—
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Uwagi

Mnozenie macierzy nie jest przemienne! Najczesciej AB # BA.

Ll ) = M-J f(s) # s&)
1 11 0 4%
IR 2



AB

policzenia!

Uwagi

ale jeden z iloczynéw moze by¢ tatwiejszy do
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Liczba mnozen
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Liczba mnozen
Niech A € Roox2, B € Rox10, C € Ripx1.

Koszt obliczenia (AB)C:

~ AB: 20t No = 2‘0\0& } QOD
~ (AB)C: lo-A0- ) = loo

N 0¥ g0

Koszt obliczenia A(BC):

- BC: LA = 0R 6o
~ A(BC): 2oL /] = 4o

N

\

3/



Problem optymalnego nawiasowania

(Am,)\m
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Problem optymalnego nawiasowania

/nalez¢ optymalne nawiasowanie dla iloczynu

AlAr .. Ap.

I "
AN I LA AL

ll,tsz/\m\b 6QA>LJ‘M’

L@ Ly @S0 AL Q.

\
( A/‘(ALMBT@(A? Ag;\l Ao



W+tasnos$¢ optymalnej podstruktury
Twierdzenie

Optymalne rozwigzanie zagadnienia nawiasowania jest funkcja
optymalnych rozwigzan podproblemdw, to znaczy w optymalnym
nawiasowaniu A ... A kazdy blok A; ... A; powinien by¢ nawiasowany
wedtug optymalnego nawiasowania tego b/oku.

(AA tA; A%(Amq AJ Ay)
AT

(MBI




Algorytm dynamiczny dla problemu nawiasowania

\4 Y] é?4y“)“g

~+  k[i][j] = minimalny koszt mnozenia macierzy A;...A;, gdzie

A E%xaiﬂv Aiy1 € a,-+1>< e Aj EH@@ Ee da s,‘(

T pee)d
ULy




Algorytm dynamiczny dla problemu nawiasowania

~+  kl[i][j] = minimalny koszt mnozenia macierzy A;...A;, gdzie
Ai - Ra;xaiﬂ, Ai—|—1 S~ Ra,-+1><a,-+21 SRR AJ ~ Rajxajﬂ



Algorytm dynamiczny dla problemu nawiasowania

~+  k[i][j] = minimalny koszt mnozenia macierzy A;...A;, gdzie
Ai ~ Ra;xaiﬂ, Ai—|—1 S~ Ra;+1xa;+21 SRR AJ = Rajxajﬂ

v k][] = minjcmat k[i][m] 4 k[m +1][] + ajami18j11}
= = AN N

il
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Algorytm dynamiczny dla problemu nawiasowania

k[i][j] = minimalny koszt mnozenia macierzy A; ... A;, gdzie
Ai ~ Ra;xaiﬂ, Ai—|—1 ~ Ra;+1><a,-+21 SRR AJ S Rajxajﬂ

k[i][i] = 0
klill] = minicm<j{k[i][m] + k[m + 1][j] + aiam+13j+1} 4—

k[1][n] — rozwigzanie problemu



Algorytmy dynamiczne
Podobne podejscie mozna stosowa¢ do

problemu plecakowego,
problemu komiwojazera,

obliczania odlegtosci Levenshteina,

A A



Wyznaczniki




Wyznaczniki

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Wyznacznikiem

macierzy A nazywamy liczbe det A (lub |A|) zdefiniowana rekurencyjnie
— -

w detA=ap dlan=1iA=[ay] Ae K,



Wyznaczniki

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Wyznacznikiem
macierzy A nazywamy liczbe det A (lub |A|) zdefiniowana rekurencyjnie

~ detA=ajpdlan=1iA=]a1]

~ detA =
(—1)1+”+ (—1)%t"ay, det App+- - -+ (—1)"""a,, det A,,
dla n > 1, gdzie A;, jest macierzg powstatg z macierzy A przez
skreslenie i-tego wiersza i n-tej kolumny

/A\ < Hz'l/\XV\ 310
— H@{

—

~




Wyznaczniki

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Wyznacznikiem
macierzy A nazywamy liczbe det A (lub |A|) zdefiniowana rekurencyjnie

¢

detA=aj1dlan=1iA=a1]

det A =

(=) "ay, det Ay, +(—1)?T"as, det Ao+ - -4 (—1)""a,, det A,
dla n > 1, gdzie A;, jest macierzg powstatg z macierzy A przez
skreslenie i-tego wiersza i n-tej kolumny

¢

Dla n = 2 mamy
© O

a1, aio
det P = a11d2 — a12a21
arZ ax

[é—j/ q [ )ni
| /L\)_J

_L’_]I




Dla n = 3 mamy

a c
det |d e f| = (aei + bfg + cdh) — (ceg + afh + bdi).
I




Dla n = 3 mamy

e el

= (aei + bfg + cdh) — (ceg + afh + bdi).
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W+tasnos$ci wyznacznikéw

~» detA=detA’", gdzie AT jest transpozycja macierzy A, to znaczy
macierza, w ktérej wiersze macierzy A sa kolumnami macierzy A"

(AT = [a;])
/L3 \T

e
5 % ¢ A
SO

2



W+tasnos$ci wyznacznikéw

~» detA=detA’", gdzie AT jest transpozycja macierzy A, to znaczy
macierza, w ktoreJ wiersze macierzy A s3a kolumnami macierzy AT

(AT = [a;]) e bl

m
_ /_\.\ m =
~ det | 5 =
, /
3n1 .- @"‘@ .o+ @nn] / )
d11 ... dij ... diln di1 ... dy;j ... dlnp
det | : .| +det :
/
dnt ... dp/ .- dnpn dpnl ... d,; ... dpn




W+tasnos$ci wyznacznikéw

~ Jesli macierz B powstata z macierzy A przez pomnozenie jedne;
kolumny przez liczbe ¢ € R, to det B :/a’det A.
C



W+tasnos$ci wyznacznikéw

Jesli macierz B powstata z macierzy A przez pomnozenie jednej
kolumny przez liczbe ¢ € R, to det B = adet A.

Jesli macierz A zawiera dwie proporcjonalne (w szczegdlnosci
identyczne) kolumny, to det A = 0.



W+tasnos$ci wyznacznikéw

~ Jesli macierz B powstata z macierzy A przez pomnozenie jedne;
kolumny przez liczbe ¢ € R, to det B = adet A.

~+ Je$li macierz A zawiera dwie proporcjonalne (w szczegdlnosci
identyczne) kolumny, to det A = 0.

~ Jesli macierz B powstata z macierzy A przez dodanie do jedne;
kolumny innej pomnozonej przez liczbe ¢, to det B = det A.



W+tasnos$ci wyznacznikéw

Jesli macierz B powstata z macierzy A przez pomnozenie jednej
kolumny przez liczbe ¢ € R, to det B = adet A.

Jesli macierz A zawiera dwie proporcjonalne (w szczegdlnosci
identyczne) kolumny, to det A = 0.

Jesli macierz B powstata z macierzy A przez dodanie do jednej
kolumny innej pomnozonej przez liczbe ¢, to det B = det A.

Jesli macierz B powstata z macierzy A przez zamiane miejscami
dwéch kolumn, to det B = — det A.



W+tasnos$ci wyznacznikéw

~ Jesli macierz B powstata z macierzy A przez pomnozenie jedne;
kolumny przez liczbe ¢ € R, to det B = adet A.

~+ Je$li macierz A zawiera dwie proporcjonalne (w szczegdlnosci
identyczne) kolumny, to det A = 0.

~ Jesli macierz B powstata z macierzy A przez dodanie do jedne;
kolumny innej pomnozonej przez liczbe ¢, to det B = det A.

~ Jesli macierz B powstata z macierzy A przez zamiane miejscami
dwéch kolumn, to det B = — det A.

Wszystkie wymienione wtasnoéci zachodza réwniez dla wierszy.



Wzér Laplace’a

Niech A € R, «, dla n > 1. Dla dowolnego i mamy

det A= (—1)"""ay;det Ay + (—1)°'ap; det Ag; + - - +
+ (=1)"a,; det A,

oraz

det A= (—1)"1adet Ay + (—1)"2apdet Ajp + -+
+ (=1)"""a;, det Ajp.
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| ] ] ) 1)

|




Wzér Cauchy’'ego
Dla A, B € R,«x, mamy

det(AB) = det A - det B.



Sprawdzié, ze

det

Cwiczenie

— d11d22 ...4dnpnn-



Macierz odwrotna

Macierz A € R,,«, nazywamy odwracalng, jezeli istnieje taka macierz
B € R,xn, z€
AB = BA = |,,.



Macierz odwrotna

Macierz A € R,,«, nazywamy odwracalng, jezeli istnieje taka macierz
B € R,xn, z€
AB = BA = |,,.

Macierz B nazywamy macierza odwrotna do A i oznaczamy A1,



Macierz odwrotna

Twierdzenie

Macierz A € R,,«, ma macierz odwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy

det A # 0.



Macierz odwrotna
Twierdzenie

Macierz A € R, ma macierz odwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy
det A # 0.

Macierz A1 = [b;] dana jest wtedy wzorem

det Aj;;

b = (—1)H—2L
J (1) det A’

gdzie Aj; jest macierzg powstata z macierzy A przez skreslenie j-tego
wiersza oraz i-tej kolumny.



Wtasnosci

—~ (AB)"l = B-1A"1

— (AT)—l _ (A—l)T



Algorytm Gaussa

operacje elementarne
]

[Al1 > [1n] A7)



Algorytm Gaussa

operacje elementarne
]

[Al1 > [1n] A7)

Operacje elementarne

~» mnozenie wiersza przez liczbe rézng od zera,
~~» Zamiana wierszy miejscami,

~> dodanie do wiersza innego wiersza pomnozonego przez liczbe.



Cwiczenie
Wyznaczy¢ dwiema metodami macierze odwrotne do macierzy

o - 1 2 3 4
2 3 1 2

2 -1 2|,

S, 11 1 -1

- . 10 —2 —6.




