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Catka oznaczona
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Funkcja F jest funkcja pierwotna funkcji f na przedziale /, jezeli
F'(x) = f(x)

dla kazdego x € I.

b ]?(X);(/osx F(*) =Si K

(5\\/\.5() - co$ XK

(W)\ - 4; f(x) - i F(<) =bax
& o S

S 1 = F ()= >;+4



Charakteryzacja funkcji pierwotnych

Jesli F jest funkcja pierwotna funkcji £ na przedziale /, to
~ G = F + C jest funkcja pierwotna f dla dowolnej statej C,

~> kazda funkcja pierwotna funkcji f jest postaci F + C.
N




Catkalnieoznaczona

Catka nieoznaczona funkcji f na przedziale | nazywamy zbiér funkgji
{F+ C: C e R},

gdzie F jest dowolna funkcjg pierwotna funkgji f.

/ £(x) dx.

CTex = F) 4 C

/bioér ten oznaczamy

oA

&x%\kzx v C CER

Ot/ /




Wtasnosci



Istnienie catki nieoznaczonej

Twierdzenie

Kazda funkcja ciggta na przedziale / ma na tym przedziale funkcje
plerwotna.



Catki nieoznaczone wazniejszych funkcji elementarnych

~ /OdXZC, xR

o=/
/
1 /-éx
fdx = ——x¥TL 4 C —1 S
/X X=X +C, a# -1, X
1
/—dX:In\XH—C, x € (—00,0) lub x € (0, )
X
/aXdX:li—a%—C, a>0,a#1, xeR
/exdx:eX+C, x€R



/sinx dx =—cosx+ (C, xeR

/cosx dx =sinx+ C, xeR

1
/Sinzde:—ctgx+C, x € (km,(k+1)7), keZ

1
/ dx = tgx + C, xe(—3+kw,f+kw), kel
cos? x 2 2



1
/1+X2dX:arctgx+ C, xelR

—1
/1+X2dX:arcctgx+ C, xeR

dx = arcsinx + C, x € (—1,1)

=

dx = arccosx + C, x € (—1,1)

=






Przydatne wzory

~ /fdx@(aerb)Jerlaa;éOibeR,

- /f/(x)dx: In|F(x)| + C.

f(x)
fl(x) , 1
> / f2(X) ax = f(X) + C,

2y dx = 2/ f(x C. A
700 VI(x)+

0%

. Sx% Qx:%xu(/ =) S(Sxf%ﬁx: %(SXA%) :



Twierdzenie o liniowosci catki nieoznaczonej

Jesli funkcje f i g maja funkcje pierwotne, to

1. /(f(x)+g(x))dx:/f(x)dx—i—/g(x)dx,
2. /cf(x)dx = c/ f(x)dx, gdzie c € R.




Twierdzenie o catkowaniu przez czesci

Jezeli funkcje f i g maja ciagte pochodne, to

> / f(x)g'(x)dx = f(x)g(x) — / f(x)g(x)dx.
(fg)=f5+1g |
fq - Sflg 1 Sf-ﬁ'



| x & dx

Sx 3{m><(§><

= SX'(@K)\AX = %o ~ S(X)\e/xéx =

—_—

[

X X
- xoX - Sty = e 4 C

)—/—,

- (x (cems )/ dx = = xoosx = S0 feash
= — Xoxx T ScOsxéx: f
= — X CosX 4 5L X + C
gxgglx .
-y d = §bax (94X =
|

xlwx - L xdx =
xlnx = (1dx = Sdx=x4c
Lo
- (Xlnx - x +



Przyktad



Twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie

Jezeli
1. funkcja f : (a,b) — R jest ciagta na przedziale (a, b),

2. funkcja g : (o, B) — (a, b) ma ciagta pochodna
na przedziale (a, ),

to

[ Fla0)8 () = Flg) + €.

gdzie F jest dowolng funkcja pierwotna funkql f oraz C € R.
S X
|E=mal0T ey
85\" X) = dt= cosx dx - t
R
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Catkowanie funkcji wymiernych

)
A = %&5



Catkowanie utamkéw prostych pierwszego rodzaju

A
/ dx
X+ a

A
(x +a)"




Catkowanie utamkéw prostych drugiego rodzaju



Catkowanie utamkéw prostych drugiego rodzaju



Catkowanie funkcji wymiernych



Przyktad



Uniwersalne podstawienie trygonometryczne

~  Jezeli t = tg 5, to

Dt 1 — t2 2
1+ t2’

sin X =




Catki z funkcji niewymiernych



Catka oznaczona
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Catka oznaczona



Wz6ér Newtona-Leibniza

Twierdzenie

Jezeli F jest funkcja pierwotna funkcji f na przedziale (a, b),

L/ x)dx— F(x)‘ @

2
Sxax =4z><1ﬂC
b L’O L 1 <
/ ’Ik,ﬂ
Xdx = =x | == o
g& 27, 2 L




Przyktad



Interpretacja geometryczna

Jezeli funkcja f jest nieujemna na przedziale (a, b), to catka oznaczona

/a b £(x) dx

jest polem obszaru ograniczonego nastepujacymi krzywymi:

osig Ox,

wykresem funkcji 7,

prosta x = a,

LA A

prosta x = b.
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Uwaga

Jezeli f(x) > g(x) dla x € (a, b), to pole obszaru zawartego miedzy
wykresami funkcji f i g na przedziale (a, b) jest réwne

b
/ (F(x) — g(x)) dx.
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W+tasnos$ci catki oznaczonej

/af(x)dx:O,

a

/baf(x)dXZ —/abf(x)dx,

/ab cf(x) dx = C/ab f(x) dx dla dowolnego ¢ # 0,
/ab(f(x) +g(x)) dx = /ab f(x) dx+/abg(x) dx.

/aC f(X)dX:/abf(X)dX—l-/bC f(x)dx dla b e (a,c).



Catkowanie przez czeSci

Jezeli funkcje f, g sa rézniczkowalne na przedziale (a, b), to

g b
/a f(x)g'(x) dx = f(X)g(x)’:’_/ o) o



Catkowanie przez podstawienie

Zatézmy, ze funkcja f jest okre$lona na przedziale (a, b), a funkcja
¢: (o, B) — (a, b) ma ciagta pochodna oraz spetnia warunki

- da)=a
~  ¢(B) = b.
Wtedy

/ab f(x)dx = /j f(o(x))d'(x) dx.



Zastosowania

Zatézmy, ze funkcja f ma ciggta pochodna na przedziale (a, b).
Dtugosc¢ krzywej y = f(x) dla x € (a, b) jest réwna

/a : 1+ PP dx.




Zastosowania

Pole powierzchni bryty powstatej przez obrét krzywe;

y = f(x), x € (a, b)

wokét osi Ox jest rowne /
V

P| = 2r / b F(x)y/1+ [ (]2 dx.




Zastosowania

Objetosc¢ bryty powstatej przez obrét obszaru ,pod krzywa”
y="1f(x), x€(ab)

wokét osi Ox jest rowna

b
V| =r / [F()]? dx.




Zastosowania

Objetosc¢ bryty powstatej przez obrét obszaru ,pod krzywa”
y="1f(x), x€(ab)

wokét osi Oy jest réwna

b
V,| = 2n / «F (x) dx.



