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lloraz réznicowy
Niech f: (a,b) — R oraz x, xp € (a, b), x # xg. Liczbe
f(x) — f(xo) B AJ?

————

X — Xp - AX

nazywamy ilorazem réznicowym funkcji f w punkcie xg dla przyrostu
X — X0-




Pochodna funkcji

Niech f: (a,b) — R oraz xg € (a, b). Jezeli istnieje (wtasciwa) granica

-

() ~ fx0) = £, 1) - £

XII—>rT;]<0 X — X0 l/\ljv‘:/(\) l/]/

to nazywamy j3 pochodng funkcji f w punkcie xg i oznaczamy

f/(Xo).

Moéwimy wtedy, ze funkcja f jest r6zniczkowalna w punkcie xg.
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Styczna

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xp, to styczng do
wykresu funkcji £ w punkcie xg nazywamy prosta przechodzacy przez
f(xo) o wspdtczynniku kierunkowym réwnym f’(xg).
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Pochodna funkcji odwrotnej

Twierdzenie

Jezeli funkcja f okreSlona w przedziale (a, b) jest ciagta i cisle
monotoniczna oraz f'(xp) # 0, to funkcja odwrotna £~ jest
rézniczkowalna w punkcie yg = f(xp) oraz

11
fiix)  f'(f1(%))

(F) (o) =



Pochodne funkcji elementarnych

(sin x)" = cos x

(cos x)' = —sin x

(tg X)/ — co;L2 X

(ctgx) = —
(arcsinx)' = 11_X2
(arccosx) = — 11_X2
(arctg x)' = 1J:X2
(arcctg x) = — 1+1X2



Algebraiczne wtasnos$ci pochodnej

Twierdzenie
Jezeli funkcje f i g s3 rézniczkowalne w punkcie xp, to
~ (c-f)(x0) = c-f'(xp) dla dowolnego ¢ € R,

~ (f+g)(x0) = f'(x0) + &'(x0),
~ (f-g)(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0) - &'(x0).

fF\, \ f(x)gx0) — f(x0)g’(x0)
~ (E) (x0) = |

g°(xo)
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Pochodna funkcji ztozonej

Twierdzenie

Jezeli funkcja g ma pochodna w punkcie xg, a funkcja f ma pochodna
w punkcie g(xp), to

(fog)(x)="r"(g(x)) - &' (x0)-

(1)) - f'(5)q
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Rézniczkowalnos$é a ciggtosé

Twierdzenie

Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w pewnym punkcie, to jest w tym
punkcie ciggta.

% ! b= x|
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Pochodne jednostronne

Jezeli funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu lewostronnym
punktu xp, to granice

o ile istnieje, nazywamy pochodna lewostronng funkcji f w punkcie xg.



Pochodne jednostronne

Jezeli funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu lewostronnym
punktu xp, to granice

f'(x0) = lim fx) - f(XO),

X=Xy X — X0

o ile istnieje, nazywamy pochodna lewostronng funkcji f w punkcie xg.

Jezeli funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu lewostronnym =1
punktu xg, to granice il(;)

>
£.00)=1 Lie)=—

o ile istnieje, nazywamy pochodng prawostronng funkcji f w punkcie
X0-

ffr(xo) = |im flx) — o)

9
x—xg h

£'(x) ishieje = L, 06) =£ ()



Pochodna w przedziale domknietym

Jezeli funkcja f jest okre$lona na przedziale [a, b) i ma pochodna
prawostronng w a, to méwimy, ze jest ona rézniczkowalna w a.



Pochodna w przedziale domknietym

Jezeli funkcja f jest okre$lona na przedziale [a, b) i ma pochodna
prawostronng w a, to méwimy, ze jest ona rézniczkowalna w a.

Jezeli funkcja f jest okre$lona na przedziale (a, b] i ma pochodna
lewostronng w b, to méwimy, ze jest ona rézniczkowalna w b.
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Pochodna a zachowanie funkcji

Twierdzenie Fermata

Jezeli funkcja f: (a, b) — R osigga w punkcie xg kres dolny lub gérny
swoich wartosci oraz istnieje pochodna ’(xg), to

f,(XO) = 0.
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Twierdzenie Rolle’a

Jezeli funkcja f jest ciggta w przedziale [a, b] oraz rézniczkowalna
w przedziale (a, b), a dodatkowo f(a) = f(b), to istnieje taki punkt
c € (a,b), ze

f'(c) = 0.




Twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej

Jezeli funkcja f jest ciggta w przedziale [a, b] oraz rézniczkowalna
w przedziale (a, b), to istnieje taki punkt ¢ € (a, b), ze




f(é) - {(a) >0

P)< £(h) &<k



Pochodna a monotonicznos¢ (&J@/ (&’H/ [&)@)[Qﬂo]

Twierdzenie !

Niech funkcja f: I — R okreslona na dowolnym przedziale / bedzie
ciggta na / oraz r6zniczkowalna wewnatrz /. Wtedy:

~ f jest stata na / = f" = 0 wewnatrz /.
~ f jest rosnaca na / - f" > 0 wewnatrz /.
~ f jest malejaca na / = f’ < 0 wewnatrz /.
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Pochodna a $cista monotoniczno$é

Twierdzenie

Niech funkcja f: I — R okreslona na dowolnym przedziale / bedzie
ciggta na | oraz r6zniczkowalna wewnatrz /. Jezeli funkcja f’ nie jest

stale réwna 0 na zadnym podprzedziale przedziW

~+ f jest $ciéle rosnaca na / = f’ > 0 wewnatrz /.

~» f jest SciSle malejaca na / = f’ < 0 wewnatrz /.




Ekstrema

Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xp minimum lokalne, jezeli

Vo A f(x) = f(x).

0>0x€500,9), —_ (YD‘ 5 X 3)\§><D5
Jezeli nieréwnos¢ > zamienimy na >, to powiemy, ze jest to minimum
lokalne wtasciwe.

{66



Ekstrema
Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xp maksimum lokalne, jezeli

VA (%)< fxo).

0>0 xeS(xp,9)

Jezeli nieréwnos¢ < zamienimy na <, to powiemy, ze jest to maksimum
lokalne wtasciwe.



Warunek konieczny istnienia ekstremum

Twierdzenie Fermata 1//(& \Q’)

Jesli funkcja f: (a, b) — R ma w punkcie xg ekstremum lokalne i jest w
tym punkcie rézniczkowalna, to

f,(XO) = 0.







Warunek dostateczny istnienia ekstremum

Niech funkcja f: (a, b) — R bedzie ciggta w punkcie xg oraz dla

pewnego & > 0 rézniczkowalna w zbiorze S(xp, 9).

~  Jezeli f'(x) < 0 dla kazdego x € (xg — 9, xg) oraz f'(x) > 0 dla
kazdego x € (xg,xp + 9), to f ma w punkcie xp minimum lokalne
wtasciwe,

~ Jezeli f'(x) > 0 dla kazdego x € (xop — d, x0) oraz f'(x) < 0 dla
kazdego x € (xg, x0 + ), to f ma w punkcie xg maksimum lokalne
wiasciwe.







Pochodne wyzszych rzedéw

Okreslong indukcyjnie liczbe

f(n)(XO) _ {f(Xo), n =0,

(F9) (x0), n>1,

o ile istnieje, nazywamy pochodng n-tego rzedu funkcji f w punkcie xg.



Pochodna n-tego rzedu iloczynu

W2z6r Leibniza

Jezeli funkcje f i g maja pochodne n-tego rzedu w punkcie xg, to

(F-)"00) =3 ()17 900) - 6)

= @/
)= 5 ()

=0






Wzér Taylora

Zatézmy, ze | = |a, b| jest przedziatem domknietym oraz x, xp € /,
x # xg. Jezeli dla liczby naturalnej n > 1 funkcja f ma

~ ciagta pochodng rzedu n — 1 na przedziale /,
~» pochodng rzedu n na przedziale (a, b),

to istnieje taki punkt ¢, lezacy miedzy x a xp, ze
) p acy miedzy >

(K) ( x (n)(
F(x)=>» i 0)(x—x )k—l—m(x—xo)”.

/1=
0 R, \
H)JMW'% T‘QBL‘MJ ) we,sfho, I Kjo) Qc\
Lo

\'&MSQJ ‘Q




Warunek dostateczny istnienia ekstremum

Zatézmy, ze
~ funkcja f ma w pewnym otoczeniu punktu xg pochodna f’ oraz
istnieje druga pochodna " (xg).
Jezeli
f'(x) =0  oraz  f"(xg) #0,

to funkcja £ ma w punkcie xg ekstremum lokalne wtasciwe: maksimum,
gdy (x0) < 0, a minimum, gdy ”(xg) > 0.



Warunek dostateczny istnienia ekstremum

Zatézmy, ze
~ funkcja f ma w pewnym otoczeniu punktu xg pochodne do rzedu
n—1, a pochodna f(")(xg) istnieje.

Jezeli
fl(x0)=rf"(x0)=...=f" D(x)=0 oraz M(x9) #£0

| n jest liczbg parzystg, to funkcja f ma w punkcie xg ekstremum lokalne
wiasciwe: maksimum, gdy (" (xp) < 0, a minimum, gdy f(")(xq) > 0.

Jezeli liczba n jest nieparzysta, to funkcja nie posiada ekstremum
w punkcie xg.



Ekstrema globalne w przedziale domknietym

Niech f: [a, b] — R bedzie funkcja ciagta. Jej wartos¢ najmniejsza
| najwieksza znajdujemy nastepujaco:

¢

Tam, gdzie to mozliwe, obliczamy pochodna f'.

¢

Znajdujemy miejsca zerowe pochodne;.

¢

Obliczamy wartosci funkgji

~» w punktach ai b,
~» W miejscach zerowych pochodnej,
~» w punktach, w ktérych pochodna nie istnieje.

~> Wybieramy najmniejszg i najwieksza wartos¢ obliczong w punkcie
poprzednim.



Przyktad

Prostopadtoscienne pudetko majace w podstawie kwadrat, ma mie¢
objetos¢ 2000 cm3. Materiat na dno kosztuje 30 zt za cm?, za$ na éciany
boczne jest o potowe tanszy. Jakie powinny by¢ wymiary pudetka, aby
koszt zuzytego materiatu byt minimalny?



Regutfa de I'Hospitala

Jezeli funkcje f i g spetniaja warunki:

~ lim f(x) = lim g(x) =0, przy czym g(x) # 0 w pewnym
X—>X0 X—>X0
otoczeniu xg (poza, by¢ moze, samym punktem xg),

~ f"i g’ istnieja w pewnym otoczeniu xy (poza, by¢ moze, samym

f/
punktem Xxp) oraz istnieje granica lim (x) (wtasciwa lub
x—=x0 g'(x)
niewtasciwa),
to
f(x) f'(x)

im —=Z% = |im :
x=x0 g(x) x>0 g'(x)




Regutfa de I'Hospitala

Jezeli funkcje f i g spetniaja warunki:

~ lim g(x) = Fo0,

X—>X0

~ f"i g’ istnieja w pewnym otoczeniu xy (poza, by¢ moze, samym

L .. (%)
punktem xg) oraz istnieje granica lim
x—x0 g'(x)

(wtasciwa lub

niewtasciwa),

to
f(x)

. . (x)
im —= = |im .
X—$X0 g(x) X—$X0 g’(x)




Regutfa de I'Hospitala: uwagi

~» Obie reguty de I'Hospitala sg prawdziwe takze dla granic
jednostronnych oraz dla granic w +o00 lub w —o0.

~» Reguty de |'Hospitala mozna réwniez wykorzystywaé do obliczania
granic typu 0 - oo, oo — o0, 1°°, oa?, 00,



