1. Uzasadnij, ze
tgr > a°, z e (0,7/2).

sinx
cosz’

Rozwiazanie. Dla kazdego x lezacego w dziedzinie funkcji tangens mamy tgz =
wiec rozwazang nieré6wnos$¢ mozna zapisa¢ w postaci

ST S8 we(0,71/2).

COS ™

Poniewaz funkcja x — ¥/ jest $cisle rosnaca na R, to ostatnia nieréwnosé zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy

3 pcos™ P >z, x € (0,7/2).

Funkcja x +— sinz przyjmuje na przedziale (0,7/2) wartosci z przedziatu (0,1), wiec
sinz < sin'/?z dla dowolnego = € (0,7/2). Na rozwazanym przedziale prawdziwa jest
zatem nier6wnosc

sin
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zcos 3z > sinzcos”

sin T.
Uzasadnimy, ze
sinzcos Y3z > x, z € (0,7/2). (1)
W tym celu zdefiniujmy funkcje f: [0, 7/2) wzorem
f(z) =sinzcos 2z — x, xr € [0,7/2)

Pokazemy, ze f(x) > 0 dla z € (0,7/2), co jest rownowazne nieréwnosci (1).
Zauwazmy, ze

430 — 1.

1
f(x) = cos®Pa + 3 sin x cos™
Wykorzystujac jedynke trygonometryczng, otrzymujemy

4/3
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f'(z) :(3082/3:17—1—5(:08’4/390— gcosz/?’x— 1= §c082/3x+§cos’ x— 1.

Na pierwszy rzut oka ciezko okresli¢ znaki i/lub miejsca zerowe pochodnej, wiec sprobujmy
policzy¢ druga pochodna. Mamy

4 4
f(z) = -5 cos V3 sinx + 9 cos P rsing =
4
=3 sinzcos™ 3 x(1 — cos® ) =
4
= §sin3mcos_7/3x.

Poniewaz funkcje x +— sinz i x — cos z sa dodanie na przedziale (0,7/2), to f”(z) > 0 dla
z € (0,7/2). Ponadto f”(0) = 0, wiec f’ jest funkcja $cisle rosnaca na przedziale [0, 7/2).
Widzimy jednak, ze f'(0) = 0, co implikuje, ze f’(z) > 0 dla dowolnego = € (0,7/2). To
jednak dowodzi, ze funkcja f jest Scisle rosnaca na przedziale (0,7/2), wiec f(z) > f(0)
dla dowolnego = € (0,7/2). Wykorzystujac fakt, ze f(0) = 0, otrzymujemy ostatecznie
f(z) > 0dlax € (0,7/2), co chcieliSmy uzasadnic¢.



