




































































































































































































































































































































































































































Całka Riemanna

Jeżeli funkcja f : [a, b] ! R jest ograniczona oraz dla dowolnego ciągu
normalnego podziałów (Pn)n2N przy dowolnym wyborze punktów
pośrednich Tn ciąg sum

�n = �n(f ,Pn,Tn)

jest zbieżny do tej samej granicy, to mówimy, że funkcja f jest
całkowalna w sensie Riemanna na przedziale [a, b]. Fakt ten zapisujemy
w postaci

f 2 R[a, b],

a wartość wspólnej granicy oznaczamy przez
Z b

a
f (x) dx lub

Z b

a
f







Funkcje ciągłe są całkowalne

Twierdzenie
Jeżeli funkcja f : [a, b] ! R jest ciągła, to jest ona całkowalna.



Funkcje ciągłe są całkowalne

Twierdzenie
Jeżeli funkcja f : [a, b] ! R ma skończenie wiele punktów nieciągłości,
to jest ona całkowalna.





Własności całki
Twierdzenie
Jeżeli funkcje f , g są całkowalne na przedziale [a, b], to całkowalna jest
ich suma oraz Z b

a
(f + g) =

Z b

a
f +

Z b

a
g .



Własności całki
Twierdzenie
Jeżeli funkcja f jest całkowalna na przedziale [a, b] oraz c 2 R, to
całkowalna jest funkcja cf oraz

Z b

a
cf = c

Z b

a
f .





Własności całki
Twierdzenie
Jeżeli funkcja f jest całkowalna na przedziale [a, b] oraz [c , d ] jest
podprzedziałem [a, b], to f jest całkowalna na przedziale [c , d ].



Własności całki
Twierdzenie
Jeżeli funkcja f jest całkowalna na przedziale [a, c] oraz c 2 [a, b], to

Z c

a
f =

Z b

a
f +

Z c

b
f .



Granice całkowania

Jeżeli funkcja f jest całkowalna na przedziale [a, b], to definiujemy
Z a

b
f = �

Z b

a
f .



Własności całki
Twierdzenie
Jeżeli funkcja f jest całkowana na przedziale [a, b] oraz

m 6 f (x) 6 M, x 2 [a, b]

dla pewnych stałych m,M 2 R, to

m(b � a) 6
Z b

a
f 6 M(b � a).



Własności całki
Twierdzenie
Jeżeli funkcja f jest ciągła na przedziale [a, b], to istnieje takie
c 2 [a, b], że

1
b � a

Z b

a
f = f (c).


