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Kolokwium I — 15 kwietnia 2025 r.

1. Wyznacz wszystkie proste, ktore sa jednoczes$nie styczne do krzywych o réwnaniach

y = —a?, y=ax>—2x+5. 10 pkt.

Rozwiazanie: Pogladowy rysunek sugeruje, ze beda dwie takie proste.

\

Niech
f(z) = —22, g(z) = 2% — 2z + 5.

Roéwnania stycznych do wykreséow funkeji f i g odpowiednio w punktach xg i 1 maja postaé
y=f(wo) + f'(zo)(x —20),  y=g(x1)+ 7 (21)(z —21),
czyli
y = —x2 — 2x0(x — 20) = —2707 + 22, y=a 221 +5+ (221 —2)(x —x1) = (221 — 2)x — 2% + 5.
Musimy znalezé takie punkty zg i x1, aby te proste sie pokrywaly, to znaczy

{—QIO = 2.171 - 2,

2 2
{EO == _xl +5.

Otrzymujemy zo = 1 — x; oraz (1 — x1)2 = —x% + 5, czyli :Ef — 21 — 2 = 0. Rozwiazaniami ostatniej réwnosci sa

r1 = —1 lub x; = 2, co daje
Zo ) lub Zo )
Tr1 = —]., T = 2.

Ostatecznie dostajemy dwie proste, ktore sa styczne do obu krzywych:

y=—4x +4, y=2zr+1.



2. Przekroj poprzeczny kanalu przeciwpowodziowego ma mieé ksztalt trapezu, ktorego trzy boki maja dtugosé 1 m,
patrz rysunek.

10 pkt.

1m

Wyznacz kat o, przy ktérym pole przekroju jest najwieksze oraz oblicz to pole.

. . ™ . .
Rozwigzanie: Oznaczmy = o — 5 oraz h =cos3id=sing.

Pole P trapezu jest sumg po6l dwoch trojkatéw prostokatnych, ktorych przyprostokatne maja dtugosci d i h oraz
jednego prostokata o bokach dlugosci 1 i h. Otrzymujemy wiec

1
P=P(p) :2-§dh+hzsinﬁcosﬂ+cosﬁ.

Musimy znalez¢ najwieksza wartosé funkcji P na przedziale [0, 7/2). Mamy
P'(B) = cos? f —sin? f —sin 3 = 1 — 2sin? 3 — sin S.
Ostatnie wyrazenie jest funkcja kwadratowa zmiennej t = sin 3 postaci —2t% — t + 1. Wyréznik tego tréjmiany

1
jest rowny 9, skad —2t2 —t 4+ 1 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢t = 3 lub t = —1. Uwzgledniajac dziedzine funkcji
P, dostajemy P’(3) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 3 = /6. Ponadto

P'(B8) = (1/2 — sin B)(sin 8 + 1),

a wyrazenie w drugim nawiasie jest dodatnie na przedziale [0, 77/2). Poniewaz funkcja sinus jest na tym przedziale
rosnaca, to P'(3) przyjmuje wartosci dodatnie dla 8 € [0,7/6) oraz ujemne dla 8 € (7/6,7/2). W pierwszym
z tych przedzialow funkcja P rosnie, a w drugim maleje, wiec najwieksza wartosé osiaga w punkcie § = 7/6 (co
odpowiada oo = 8 4 7/2 = 27 /3), ktoéra wynosi

p(ﬂ/6)=%-§+§:%§.



3. Rozwazmy wielomian postaci

3 2
b d
azr” +bx® + cx + 10Dkt

dla pewnych statych rzeczywistych a, b, ¢ i d spelniajacych warunek b* < ac. Uzasadnij, ze wielomian ten ma
doktadnie jedno miejsce zerowe.

Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze z nieréwnosci b®> < ac wynika, ze liczba a jest rézna od zera. Niech
f(z) = az® 4+ ba® + cx + d, z €R.

Mamy
f(x) = 3ax® + 2bx + c, r eR.

Poniewaz a # 0, to pochodna f’ jest tréjmianem kwadratowym, ktérego wyr6znik jest rowny
A = 4b* — 12ac = 4(b* — 3ac).

Wiemy jednak, ze b® < ac, wiec A jest ujemna, co oznacza, ze pochodna wielomianu f nie ma miejsc zerowych
i jest stale dodatnia (w przypadku, gdy a > 0) lub stale ujemna (w przypadku, gdy a < 0). W konsekwencji
wielomian f jest Scisle rosngcy lub Scisle malejacy na R. Ponadto, ze wzgledu na nieparzysty stopieri wielomianu,

Hr_{l fl@) =400 i lim f(z) = —o0
dla a > 0, oraz
1i51_1 flx)=—00 i lim f(z) = +o0

dla a < 0. Widzimy wiec, ze funkcja f jest $cis$le monotoniczna na R, ktorej granice w nieskoriczonosciach sg
rowne +o0o i —oo. Ostatecznie, poniewaz f jest ciggla i ma wlasnosé Darboux, to przyjmuje kazda wartosé
rzeczywista doktadnie raz. W szczeg6lnosci ma ona doktadnie jedno miejsce zerowe. |



4. Oblicz calki nieoznaczone:
1
In2 - -
(a) /ac n” zdz (b) /ctgxln(cosm) dz

Rozwiazanie: (a) Stosujac dwukrotnie caltkowanie przez czesci, otrzymujemy

2 A
1 1
/zlnzxdx/<$2) 1n2a:d:z::§:c21n2:177§/I2(ln2x)/dx:
1 1 2\’
—2x21n2x—/xlnxdx—2332111233—/(1;> Inzdx =

1 1 1
= 5952 In*z — [21‘2 Inz — 2/m2(1nm)’dx} =

1 1 1
=-2?’In’zr— ~2’lnz+ = [ zdz =
2 2 2
2

1
—Z{lnzzlnz+2} + C.

(b) Mamy ctgx = Céﬂ, wiec
sin x

t =cosz

1 sinz
[ o= [ e da =
ctg zIn(cos ) cos z In(cos )

dt = —sinxdz

1 u=Int
) it du:%dt:
du

=— | — =—Inju|+ C = —In|ln(cos x)| + C.
u

10 pkt.




