Matematyka dyskretna | I1S | 2024/2025
Adam Gregosiewicz 6 listopada 2024 r.

Zestaw 3 — Logika

Czesé A

1. Przypomnij nastepujace prawa rachunku zdan: przemiennosé oraz tacznosé koniunkcji, al-
ternatywy i alternatywy wykluczajacej (XOR), rozdzielno§é koniunkcji wzgledem alternatywy
i alternatywy wzgledem koniunkcji, de Morgana. Sprawdz przy pomocy tabel prawdy, ze sa to
rzeczywiscie prawa rachunku zdan.
2. Sprawdz, przy pomocy tabeli prawdy, ze ponizsze formutly sa tautologiami:

a) p=(q=p),
b) (p=4q) = (-pVa),
) [(p=a)=pl=0p
d) [(p=aA(g=r)=(p=r)
e) p=(g=n]=Ip=q9=@=r)

3. Zapisz formuty z zadania 2 w koniunkcyjnej i dysjunkcyjnej postaci normalnej.
4. Przedstaw formuly p® ¢ i p ® ¢ ® r w koniunkcyjnej i dysjunkcyjnej postaci normalnej.
5. Okresl warto$é logicznag zdan:
a‘) /\ \/ 2r — y= 07
Ty
b) AVz—2y=0,
Ty
c) Ne<10= (/\y<33:>y< 9),
T Y

d) é\V(y > 35/\\Z/y+z =100),
gdy zak?;esem zmienno$ci wszystkich zmiennych sa Ny, Z i R.
Czes¢ B
6. Sprawdz, dowolna metoda, czy ponizsze formuty sa tautologiami:
a) {[pra)=rIA[pVa)=]}=(mAgAT),
b) [p=gAr=9AN(s=q9]=[pArA-s)=q],

o) [pvan(rvs)={l=aVvE=n]rlla=s)Ve=p]}
d) [p=gAr=s)A{t=u)]=[pArAt)=(gNsAu)].
7. Wykaz, postugujac sie znanymi prawami rachunku zdan, ze:
a) (p=q)=-(pN—q),
b) [(pAg)=r]=[p=(¢g=r1)],
c) [(p=r)A(g=r)]=[pVqe=r].
8. Znajdz najkrotsza formule rownowazng z formuta:
a) (PAGAS)V(pA—gA=T)V (pPAgA=s)V=[(pAT)=ql,
b) (gATAsA=q)V (pA—gA-p)V(rAs).
9. Zbuduj formute zalezna od trzech zmiennych logicznych, ktora przyjmuje wartosé 1 wtedy
i tylko wtedy, gdy:
a) doktadnie jedna ze zmiennych przyjmuje wartosé 1,
b) doktadnie dwie ze zmiennych przyjmuja wartosé 1.

10. Wykorzystujac funktory @ oraz 1, zapisz formute réwnowazna z p < q,
1



2

11. Przy pomocy funktorow @&, =, 1 i 0 (nie musisz wykorzystywaé wszystkich) zapisz formuty
rownowazne z p AqgipVgq.

12. Zapisz funktory negacji, koniunkcji, alternatywy i implikacji, wykorzystujac jedynie funktor
NAND.

13. Opierajac sie na rozwigzaniu zadania 12, zbuduj przy pomocy funktora NAND oraz jednej
zmiennej p formute, ktora niezaleznie od wartosci p przyjmie wartosé 1. Stworz analogiczng
formute, ktoéra przyjmie wartosé 0.
14. Wyraz

a) funktor = przy pomocy funktoréw V i —,

b) funktor A przy pomocy funktorow = i —,

c¢) funktor V przy pomocy funktora =.

15. Uzasadnij, ze
a) funktora — nie mozna wyrazi¢ przez funktory A, V, = i <,
b) funktora = nie mozna wyrazi¢ przez funktory A iV,

c¢) funktora A nie mozna wyrazi¢ przez funktory V i =
16. Uzasadnij, ze zbior funktorow {=-, =} jest zupelny.

17. Okresl wartosé logiczng zdan (zakresem zmiennosci wszystkich zmiennych jest R):

a) ANAz?+1y? >0, e) VAl@a—3)22 + (a+1)z+1<0,
b) ;c\\y/ﬂéz—i-lﬂzo7 f) \:1{\:/962—295—1-10{@;a:07

¢) ;\\y/$2+y=0, g) \L{/x\a2x2+a9:—4>0,

d) \:://Z\a:2+y=0, h) Yé\w2+4x+(%)a>0.

18. Zapisaé za pomocy funktoréw i kwantyfikatorow nastepujace zdania:

&

dla dowolnych a i b, dla ktérych a > b, mozna znalezé taka liczbe n, ze nb > a,
a jest liczbg parzysta,

o

o
~— —

¢}

a jest sumg trzech kwadratéw liczb wymiernych,
nie istnieje najwicksza liczba naturalna,

D

p jest liczba pierwsza,

—

c jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b,
jezeli dwie liczby catkowite dzielg si¢ wzajemnie jedna przez druga, to liczby te réznia sie
co najwyzej znakiem,

o

h) liczby a i b maja takie same dzielniki,
i) uklad rownan x +y = 2, 22 + 2y = 3 nie ma rozwiazan,
j) funkcja f ma doktadnie jedno miejsce zerowe.

W rozwiazaniu mozna uzy¢ symbolu podzielnosci: dla liczb catkowitych piszemy a|b wtedy i tylko
wtedy, gdy b dzieli sie bez reszty przez a.

19. Wyznaczy¢ wykresy funkcji zdaniowych (zakresem zmiennosci wszystkich zmiennych jest
zbior liczb rzeczywistych):

a) Va2+y?=1, f) Va?+y? =22

b) 7\w2+y2=1, g) 7\x2+y2%z2,

Q) Vay=1, h) AVa?+y? = 22

d) /Z\xy<1, i) \z//y\xy:z,

e) /x\a:2+1<y, j) é\\z/(:x<z)/\(z<y),



k) ANz2+y% > 2, ) V(@2+y?=1)V(z <)
xr Yy x

Czesé C
20. Wykaz, ze NAND i NOR sg jedynymi funktorami dwuargumentowymi, przy pomocy ktorych
mozna wyrazi¢ wszystkie inne funktory jedno- i dwuargumentowe.

21. Uzasadnij, ze zbiér funktorow
{@7 <:>7 s 17 0}
nie jest zupelny.

22. Dla dowolnej formuty CNF znajdz formute 3-CNF (czyli taka formute CNF, ze kazda jej
klauzula alternatyw sktada sie z co najwyzej trzech literatow), ktora jest spelnialna wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnialna jest formuta wyjsciowa.

23. Bolek, Lolek i Tola graja w nastepujaca gre: Tola jest sama w zamknietym pokoju, w ktorym
na stole lezy w rzedzie 9 biatych, ponumerowanych (od 1 do 9), kopert. Do pokoju wchodzi
Bolek. Tola podaje wybrany przez siebie numer koperty, a Bolek moze, ale nie musi, oznaczyé¢
te koperte znakiem X. Tola i Bolek powtarzaja ten schemat 8 razy, przy czym Tola za kazdym
razem wybiera inng koperte. Bolek wychodzi z pokoju, ale w zaden sposéb nie moze si¢ teraz
kontaktowaé z Lolkiem. W tym czasie Tola podchodzi do ostatniej koperty, ktora nie zostata
wcezesniej wskazana, 1 ukrywa w niej szyfr do sejfu. Moze tez, podobnie jak Bolek, oznaczyé te
koperte znakiem X. W tej chwili do pokoju wchodzi Lolek i jego zadaniem jest znalezé¢ szyfr.
Moze w tym celu otworzy¢ maksymalnie 3 koperty. Wymysél strategie, ktéra gwarantuje chtopcom
zwyciestwo.

24. Powiemy, ze zbiér formul ® jest spelnialny, jezeli istnieje wartosciowanie v, przy ktérym
v(¢p) = 1 dla kazdego ¢ € ®. Uzasadnij, ze dowolny zbior formul zaleznych od zmiennych
logicznych pi, pe, ... (zbiér zmiennych jest nieskoriczony, ale kazda formula zalezy tylko od
skoriczenie wielu z nich) jest spelnialny wtedy i tylko wtedy, gdy spekialny jest kazdy jego
skoriczony podzbiér.

Czes¢ D
25. Napisz program, ktéry dodaje dwie liczby catkowite dodatnie, ale nie wykorzystuje przy tym
zadnego dzialania arytmetycznego (+, —, -, /, ...).

26. Napisz program, ktéry mnozy dwie liczby catkowite dodatnie, ale nie wykorzystuje przy tym
zadnego dzialania arytmetycznego poza dodawaniem. Jednocze$nie postaraj sie, aby dodawan
nie bylo za duzo. Program ma dzialaé¢ istotnie szybciej niz przy naiwnym podejsciu opierajacym
sie na réwnoScim-n=n+n-+---+n.
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