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Zestaw 2 — Indukcja

Czesé A
1. Wykaz, ze dla dowolnego n € N zachodza réwnosci:
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2. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba
a) n®+ 11n jest podzielna przez 6,
b) 4™+ 15n — 1 jest podzielna przez 9,
c) 10™ + 4™ — 2 jest podzielna przez 3.
3. Wykaz, ze liczba przekatnych w n-kacie wypuklym jest réwna %n(n —3).
Czes¢ B
4. Udowodnij, ze
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5. Znajdz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych prawdziwa jest nieréwnosé
a) 2" >n?
b) 3" >2(n+1)>2

n > 2.

6. Znajdz zwartg postaé¢ sumy
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dla wszystkich n € N.

7. Znajdz zwarta postaé¢ sumy
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dla wszystkich n € N.

8. Udowodnij nier6wnosé

IR S eN
273 n—17 2 T
9. Niech (F},),>1 bedzie ciagiem Fibonacciego zdefiniowanym rekurencyjnie
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r= g (727) - (7))

Sprawdz, ze
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10. Udowodnij, ze
Fm+n = Fm+1Fn + Fan_l, m,n € N.
1



2

11. Sprawdz, ze
Foy1Fyy — F2=(-1)",  neN.

12. Uzasadnij, ze dla dowolnego n € N liczba F5,, jest podzielna przez 5.
13. Zdefiniujmy ciag (an)n>0 wzorami ag = 1, a1 = 3, ag = 5,
On+2 = 3an + 20,1, n = 1.
Zmajdz wzér rekurencyjny na a,, n € N, w ktérym nie wystepuje zaden wyraz ciagu poza a,_1.

14. Ciag (an)n>0 jest zdefiniowany rekurencyjnie przez réwnosci

ay =1, Om+n + Gm—n = §(a2m + a2n)7 m2nz0.

Znajdz wzér jawny na a, dla n > 0.

15. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b oraz dla dowolnej liczby naturalnej n
zachodzg réwnosci
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16. W pewnym paristwie kazda para miast jest potaczona droga jednokierunkowsa. Uzasadnij,
ze istnieje w tym panstwie takie miasto, do ktérego mozna dojecha¢ z kazdego innego miasta
bezposrednio lub przejezdzajac przez co najwyzej jedno inne miasto.

17. 7Z szachownicy o wymiarach 2" x 2" usunieto jedno pole (wymiaru 1 x 1). Wykaz, ze pozostata
cze$¢ mozna pokryé figurami w ksztalcie litery L, ktore ztozone sa z trzech pol 1 x 1.

18. W turnieju pitkarskim bierze udzial n druzyn. Turniej byt rozgrywany metoda, ,kazdy z kaz-
dym”, a kazdy mecz zakoniczyl sie wygrang jednej z druzyn. Uzasadnij, ze po zakoriczeniu turnieju
wszystkie druzyny mozna ustawié¢ w kolejnosci w ten sposéb, ze pierwsza druzyna wygrata z dru-
ga, druga wygrata z trzecia, trzecia wygralta z czwarta, ..., przedostatnia wygrata z ostatnia.

19. Grupa 33 dzieci ustawita sie na zasniezonym boisku szkolnym. Kazde dziecko stoi w innym
miejscu, a odlegtosci miedzy dzie¢mi sa parami rézne. W pewnym momencie kazde dziecko rzuca
kulka $niegu w dziecko stojace najblizej. Wykaz, ze przynajmniej jedno z dzieci nie zostanie
trafione.

20. Na szachownicy o wymiarach n xn ustawiono pionek w lewym dolnym rogu. Ponadto utozono
na niej pewna liczbe plytek o wymiarach 1 x 1 lub 2 x 1. Zadne dwie plytki nie nachodza na
siebie, nie maja wspolnego boku ani wspo6lnego wierzcholka, a pole w prawym gérnym rogu nie
jest zakryte. Uzasadnij, ze mozna dotrzeé¢ do tego pola, wykonujac pionkiem ruchy w gore lub
w prawo oraz omijajac pola, na ktorych leza plytki.

21. Uzasadnij, ze dla dowolnego n € N i dowolnego zbioru A o n elementach, wszystkie jego
podzbiory A;, i =1,...,2" mozna ustawi¢ w kolejnosci

A17 A27 A37 R AZ”

w ten sposob, ze kazde dwa sasiednie zbiory réznia sie doktadnie jednym elementem, przy czym
zbiory Ap i Agn rOwniez uznajemy za sasiednie.
Dla n = 3 i zbioru {1, 2, 3} kolejnos¢ podzbioréw moze by¢ nastepujaca:

0, {1}, {1,2}, {2}, {2,3}, {1,2,3}, {1,3}, {3}.

22. Bolek i Lolek graja w nastepujaca gre. Na stole leza dwa niepuste stosy cukierkéw. Zaczyna
Bolek, ktorego ruch polega na zjedzeniu wszystkich cukierkéw z wybranego stosu i podzieleniu
drugiego stosu na dwie (niekoniecznie réwne, ale niepuste) czesci. Nastepnie Lolek robi to samo,
zjada wybrany stos i dzieli drugi na dwie czedci. Gracze postepuja w ten sposob, az jeden z nich
nie bedzie moégt wykonaé legalnego ruchu. Ktéry z graczy ma strategie wygrywajaca?



Czes¢ C
23. Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby pierwszej p oraz dowolnej liczby naturalnej n < p—2 suma
1"+2"+ ...+ (p—1)"
jest podzielna przez p.

24. Wykaz, ze kazda liczbe naturalng mozna jednoznacznie przedstawi¢ jako sume liczb Fibo-
nacciego (jednej badz wielu), przy czym w sumie tej nie moga wystapi¢ dwie kolejne liczby
Fibonacciego. Innymi stowy, dla kazdej liczby naturalnej n istnieje taki zbiér liczb naturalnych

{c1,...,ext,ze i+ 1 <cyidlai=1,...,k—1 oraz
k
n = Z I,
i=1
Czesé D
25. Dla n € N niech aq, ay, ..., a, bedzie ustalonym ciggiem liczb rzeczywistych. Zdefiniujmy
wielomian

-1
Py(z) = apx" + ap—12" " + -+ a1z + ap
oraz wielomian pomocniczy
-1 -2
Qn-1(7) = apz" " +ap12" "+ + a1

Uzasadnij, ze znajac wartos¢ Q,—1(z), mozemy tatwo wyznaczy¢ P, (x). Wykorzystujac ten fakt,
napisz program, ktéry dla zadanego ciagu ag, aq, . . ., a, oraz liczby x obliczy warto$¢ wielomianu

P, (x).

26. Niech a bedzie liczbg rzeczywista, a n > 2 liczba catkowita, ktéra w zapisie dwojkowym ma
postacé

n = (bkbk—l c. b())g.
Uzasadnij, ze znajac wartosé a(0xbs—1-002 mozemy tatwo wyznaczy¢ a”. Wykorzystujac ten fakt,
napisz program, ktory dla liczby rzeczywistej a oraz nieujemnej liczby caltkowitej n obliczy a™.
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