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Naiwna teoria mnogosci

Zbidr stanowi jedno z najbardziej podstawowych poje¢ matematyki oraz jezyka
potocznego. Postugujemy sie nim niemal instynktownie, rozwazajac zbiory punk-
tow, liczb, funkcji, ale tez ludzi czy przedmiotéw. Teoria mnogosci jest dziatem
matematyki badajacym ogbélne wlasnosci zbioréw, niezaleznie od tego, z jakich
elementéw zostaty one zbudowane. Skupimy sie na tak zwanej naiwnej teorii mno-
gosci, ktora bazuje na intuicyjnym traktowaniu zbioréw jako kolekcji dowolnych
obiektow. Bedziemy rozwaza¢ podstawowe operacje i relacje miedzy zbiorami, bez
wprowadzania skomplikowanych formalizméw. Umozliwi to nam na tyle sprawne
postugiwanie sie pojeciem zbioru, ze z powodzeniem bedziemy mogli stosowaé
konstrukcje i wyniki teorii mnogosci w innych fragmentach matematyki lub infor-
matyki.

Nalezy jednak by¢ $wiadomym, ze podejscie naiwne ma swoje ograniczenia.
Prowadza one do antynomii, to znaczy sprzecznosci logicznych, o ktérych troche
opowiemy po6zniej. W ,prawdziwej” teorii mnogosci, troche bardziej skompliko-
wanej, prébuje sie rozwigzaé te problemy poprzez wprowadzenie precyzyjnych
aksjomatéw okreslajacych, czym sa zbiory i jakie operacje mozna na nich wy-
konywaé. Powszechnie przyjetym wspotczesnie systemem aksjomatéw jest teoria
Zermelo—Fraenkla pochodzaca z poczatkow XX wieku.

1.1. Podstawowe pojecia i oznaczenia

W teorii mnogosci wystepuja dwa pojecia pierwotne — zbidr oraz relacja nalezenia
do zbioru. Poje¢ tych nie definiujemy, wiec w szczegdlnosci nie méwimy, czym zbiér
w istocie jest.! Stwierdzenie, ze 2 nalezy do zbioru A zapisujemy krotko

x e A.

Mowimy wtedy rowniez, ze = jest elementem zbioru A. Fakt, ze x nie jest ele-
mentem zbioru A oznaczamy przez

x e A
Przyjmujemy, zgodnie chyba z naszym wyobrazeniem, ze zbiér jest w pelni
scharakteryzowany przez swoje elementy. Nieco bardziej precyzyjnie powiemy, ze

zbiory A i B sg rowne, jezeli maja te same elementy, to znaczy

dla kazdego x zachodzi z € A wtedy i tylko wtedy, gdy x € B.

1 Podobnie postepujemy na przy-
ktad w szkolnej geometrii elemen-
tarnej, nie definiujac, czym jest
punkt, prosta oraz co to znaczy, ze
punkt lezy na proste;j.



Piszemy wtedy A = B. Jezeli zbiory A i B nie sg rowne, to mowimy, Ze sg one
rézne, co w skrocie oznaczamy przez A # B. Mozemy tez rownowaznie powiedziec,
ze dwa zbiory sa réwne, jezeli dowolny = nalezy do obu rozwazanych zbioréw lub
nie nalezy do zadnego z nich, czyli

reAirxeB lub rgAixz ¢ B.
W szczegblnodcei z powyzszej definicji réwnosci wynika, ze nie istnieja dwa rézne
zbiory, ktore sktadaja sie z tych samych elementéw. Zaktadamy réwniez, ze istnieje
pewien szczegdlny zbidr, ktéry nie zawiera zadnych elementéw. Nazywamy go
zbiorem pustym i oznaczamy przez ().

Zbior skonczony, do ktorego naleza wytacznie elementy aj, asg, ..

jemy w postaci

., Ay, Zapisu-

{al,ag, e ,an}.

W szczegolnosci, zbior {a} jest zbiorem skladajacym sie z doktadnie jednego ele-
mentu a. Podobnie zbior {a,b} zawiera wytacznie elementy a i b. Nalezy w tym
miejscu podkresli¢, ze zbior {a, b} nie musi by¢ dwuelementowy. Jezeli bowiem a =
b, to {a,b} = {a} = {b}.? W przypadku, gdy a # b, to oczywiicie {a, b} # {a}.
Warto tez zauwazy¢, ze przy definiowaniu zbioru przez wypisanie jego elemen-
tow, nie ma znaczenia ich kolejnos¢ ani to, ile razy zostal powtérzony pojedynczy
element.? Dla dowolnych a i b mamy na przyktad

{a,b} ={b,a} = {a,a,b} = {a,b,a,b,b,a,b}.

Mozemy te uwage wyrazi¢ nastepujaco: zbiér nie przechowuje informacji o kolej-
nodci ani krotnosci elementéw w nim wystepujacych.

Liczbe elementéw zbioru skornczonego A oznaczamy przez #A.2 Mamy wiec
#{a} = 1 oraz #{a,b} = 2, o ile a # b. Ogdlniej, jezeli elementy aq, ag, ..., a,
sg parami rozne, czyli a; # a; dla dowolnych indekséw ¢, j spelniajacych i # j,
to

#{a1,as,..

Przyjmujemy tez umowe, ze dla zbioru A, ktoéry zawiera nieskoriczenie wiele ele-
mentéw, piszemy #A = oo.

S an} =M.

1.2. Zbiory liczbowe

Nie ulega watpliwosci, ze zbiorami, z ktérymi mieliSmy najczesciej do czynienia
w szkole sa zbiory liczbowe, ktorych elementami sa liczby (catkowite, rzeczywiste,
...). Swobodnie sie nimi postugiwaliSmy, mimo ze nie poznaliémy ich formalnej
definicji. Troche pdzniej zobaczymy, jak mozna formalnie definiowaé zbiory licz-
bowe, wykorzystujac pojecia teorii mnogoéci, na razie natomiast przypomnijmy
tylko standardowe oznaczenia. Przez N rozumiemy zbior liczb naturalnych, czyli
liczb catkowitych dodatnich. To, czy 0 zaliczamy do liczb naturalnych, jest kwestia
catkowicie arbitralng. Oba podejscia sa dobre, ale musimy sie na cos§ zdecydowac.
Przyjmujemy od tego momentu, ze 0 nie jest liczba naturalng. Zbiér N powiek-
szony o 0 bedziemy zapisywaé w postaci Ng. Przez Z oznaczamy zbiér wszystkich
liczb catkowitych®, a przez Q zbior wszystkich liczb wymiernych, czyli utamkow

2 Pamietajmy, ze zbior jest jedno-
znacznie wyznaczony przez swoje
elementy. Wszystkie wymienione
zbiory sktadaja sie z tego samego
elementu.

3 Istnieje pojecie multizbioru,

w ktorym krotnosé elementéw ma
znaczenie, zob. zadanie 1.18.

4 Czesto uzywa si¢ rowniez sym-
bolu |A| lub A

5 Pod zadnym pozorem nie po-
winno sie tego zbioru oznaczaé
przez C, co jeszcze do niedawna
byto standardem w polskich szko-
tach.



postaci > dla m,n € Z in # 0. Dla zbioru liczb rzeczywistych uzywamy symbolu
R. Podsumowujac, mamy

N=1{1,2,3...},
No = {0,1,2,...},
Z={.,-2-1,012..},

Q= {wszystkie utamki m dlam,neZin# 0}.
n

Nie sa to oczywiscie formalne definicje tych zbioréw, bo uzywanie znaku ,,...” jest
pewnym naduzyciem. Jeszcze gorzej ma sie kwestia tego, czym w istocie jest zbior
liczb rzeczywistych. Na obecnym etapie nie bedzie to dla nas stanowito problemu
i w zupelnosci wystarczy nam intuicja szkolna. Warto moze jeszcze przypomnieé,
ze dla liczb rzeczywistych a i b, przy czym a < b wprowadzamy przedziaty: otwarty
(a,b), domkniety (a,b), lewostronnie domkniety (a, b) i prawostronnie domkniety
(a,b).5 W naturalny sposob rozszerzamy definicje przedziatéow w przypadku, gdy
a = —o0 lub b = +o00.

1.3. Definiowanie przez wyrdznianie

W podrozdziale 1.1 widzieli$émy, ze zbiory skoriczone mozna zdefiniowaé przez wy-
pisanie ich elementéw. Najczesciej jednak chcielibysmy konstruowaé zbiory ztozo-
ne z tych i tylko tych elementéw, ktére maja jakas wspoélng ceche, wyrdzniajaca
je sposrod wszystkich elementéw. W praktyce jest to zwykle jakis warunek, ktory
dla pewnych elementéw jest spetniony, a dla innych nie. Sprébujmy te idee troche
uscislié.

Przypusémy, ze ®(x) jest pewnym wyrazeniem zaleznym od x, ktére po wsta-
wieniu w miejsce x nazwy dowolnego elementu staje sie prawdziwe lub falszywe.
Jedli, dla wybranego =, wyrazenie ®(x) jest prawda, to powiemy, ze x ma wlasnosé
®(x). Zbior tych i tylko tych z, ktére maja wlasnosé @ (x) bedziemy oznaczaé przez

{z: ®(x)}.
Przyktad 1.1. Niech ®(z) bedzie wyrazeniem
x € Z oraz z2 > b.

Wtedy
{z: ®(x)}={...,—4,-3,3,4,...}.

Taki sposéb definiowania zbioréw moze jednak prowadzi¢ do pewnych proble-
moéow. Wynikaja one z tego, ze nie do korica precyzyjnie okresliliSmy, czym jest
wyrazenie ®(x) oraz co w miejsce x mozemy podstawiac.

Przyktad 1.2 (Antynomia Russella). Niech ®(z) bedzie wyrazeniem
x jest zbiorem oraz x & x.

Wyrazenie to wyglada dosé dziwnie, ale niewatpliwie po wstawieniu w miejsce x
nazwy dowolnego elementu otrzymamy zdanie prawdziwe badz falszywe. Niech A
bedzie zbiorem elementéw wyr6znionych przez ®(x), to znaczy

A={x: ®(x)} = {x: = jest zbiorem oraz x & x}.

6 Konce domkniete bywaja tez
oznaczane nawiasami kwadratowy-
mi. W tej konwencji na przyktad
przedzial (a,b) zapisujemy jako

[a, b].



Na razie wszystko wyglada rozsadnie. Postawmy jednak pytanie: czy prawda jest,
ze

Aec A?

Pokazemy, ze nie moze to by¢ prawda. Gdyby bowiem A € A, to z definicji zbioru
A prawdg bytoby
A jest zbiorem oraz A ¢ A,

co prowadzi do sprzecznosci. W takim razie A € A nie moze byé¢ prawda, wiec
A ¢ A. To jednak sprawia, ze A ma wlasnosé wyrazona przez ®(x), wiec A € A.
Ponownie otrzymalismy sprzecznoscé.

Skoro zadne ze zdan A € A i A € A nie jest prawdziwe, to jest tu jakis
problem. Okazuje sie wiec, ze A nie jest zbiorem)!

Powyzszy przyklad, znaleziony przez Bernarda Russella na poczatku XX w.,
uswiadamia nam, ze nie wszystko, co przypomina zbidr, rzeczywiscie zbiorem jest.
Hipotetyczny zbior skonstruowany przez Russella jest na tyle dziwny, ze i tak
nie spotkamy sie z nim w zadnym fragmencie matematyki poza teoria mnogosci.
Trudno sobie przeciez wyobrazi¢ zbiér x, ktéry sam jest swoim elementem, to
znaczy xr € x. Moze po prostu trzeba uznaé, ze takich zbioréw nie ma. Niestety
takie podejscie réwniez prowadzi natychmiast do sprzecznosci. Gdyby bowiem
zaden zbioér nie byl swoim elementem, to zbior A = {x: x jest zbiorem i x & z}
zawieralby wszystkie zbiory. Bylby zatem zbiorem wszystkich zbiorow. W takim
razie zbiér A tez by do niego nalezal, ale wtedy A € A i wracamy do punktu
wyjscia.

Aby uniknaé napotkanych sprzecznosci, musimy nieco uscisli¢é sposob defi-
niowania zbioré6w przez wyr6znianie. Zalézmy w tym celu, ze dysponujemy juz
jakimsg zbiorem A oraz wyrazeniem ®(x), ktére po wstawieniu w miejsce  dowol-
nego elementu zbioru A staje sie zdaniem prawdziwym lub fatlszywym. Réznica
w stosunku do poprzedniego podejécia jest subtelna, ale istotna, gdyz zawezamy
zakres zmienno$ci zmiennej x do juz istniejacego zbioru A. Zbiér tych i tylko tych
x ze zbioru A, ktore maja wlasnos¢ ®(xr) oznaczamy przez

{z € A: d(2)}.

Nie ma co prawda zadnej gwarancji, ze takie usci$lenie definiowania przez wy-
roznianie nie prowadzi do podobnych probleméw, jak w przypadku antynomii
Russella”. Panuje jednak powszechne przekonanie poparte doswiadczeniem, ze
powyzsza konstrukcja jest w jakims sensie poprawna.

1.4. Podzbiory i zbiér potegowy

Wprowadzimy teraz pewna relacje miedzy zbiorami, zwang relacja inkluzji, ktora
przypomina nieco znang ze szkoty nieréwnoéé <. Trudno w sposéb spojny i zgodny
z intuicja stwierdzaé, ktory z dwoch zupelnie dowolnych zbioréw jest mniejszy
lub wickszy®, ale wydaje si¢ rozsadne powiedzie¢ na przyktad, ze zbior {1,5} jest
w jakim$ sensie mniejszy niz zbior {1,2,5}, gdyz wszystkie elementy pierwszego
zbioru sg tez elementami drugiego zbioru.

7 Moéwi o tym klasyczne drugie
twierdzenie Godla o niedowodliwo-
$ci niesprzecznosci.

8 Mozemy co prawda poréwnywacé
na przyktad liczebnosé zbioréw,
ale zaniedbujemy wtedy zupet-

nie typ elementéw, ktore do tych
zbioréw naleza. Takie podejscie
ma oczywiscie sens, ale w omawia-
nym kontekscie sprébujemy na ten
problem spojrzeé¢ z innej strony.



Mowimy, ze zbidr A jest podzbiorem zbioru B, jezeli kazdy element zbioru A
nalezy do zbioru B. Piszemy wtedy

AcCB lub B D> A.

Formalnie, A C B wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego = € A zachodzi réwniez
r € B. Mozemy tez powiedzie¢ w tej sytuacji, ze zbior A jest zawarty w zbiorze
B lub ze zbiér B zawiera zbior A. Czasami moéwimy tez, ze B jest nadzbiorem
A. Zauwazmy, ze kazdy zbidr jest swoim wlasnym podzbiorem, czyli A C A dla
dowolnego zbioru A. Jezeli A C B i1 A # B, to méwimy tez, ze A jest podzbiorem
wlasciwym zbioru B. Latwo sprawdzié, ze bycie podzbiorem jest relacja przechod-
nig, co oznacza, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C, jezeli A C Bi B C C, to
AcC.

Moze sie to wydaé¢ dziwne, ale z definicji zawierania wynika rowniez, ze zbior
pusty jest podzbiorem dowolnego zbioru, to znaczy ) C A dla dowolnego A.
Istotnie, kazdy element nalezacy do zbioru pustego (a takich elementéw nie ma)
nalezy tez do zbioru A. Warto moze jeszcze odnotowaé, ze

A=B wtedy 1 tylko wtedy, gdy ACBiBCA.
Przyktad 1.3. a) Niech A = {1,5}, B = {1,2} oraz C = {1,2,5}. Mamy
AcC oraz BcCC(C,

ale ani A nie jest podzbiorem B, ani B nie jest podzbiorem A.
b) Dla podstawowych zbioréw liczbowych, ktére wprowadzilismy w podroz-
dziale 1.2, zachodza inkluzje

NcNocZcQcCR.

Przydatne okazuje sie wyszczegodlnienie zbioru, ktéry bedzie zawieral wszyst-
kie podzbiory ustalonego zbioru. Zbiorem potegowym zbioru A nazywamy zbiodr
zlozony z tych i tylko tych zbioréw B, dla ktérych B C A. Taki zbiér oznaczamy
przez P(A) lub 24, Mamy wiec

P(A) = {B: B C A}.

Nalezy sobie zdawaé sprawe, ze powyzszy zapis jest nie do konca precyzyjny,
gdyz, podobnie jak w antynomii Russela, nie do konica wiadomo, skad mielibyémy
braé¢ zbiory B. W naiwnej teorii mnogosci nie musimy si¢ tym jednak bardzo
przejmowac.

Warto podkresli¢, ze zbior potegowy nigdy nie jest zbiorem pustym, gdyz, jak
przed chwilg zauwazylismy, dla kazdego zbioru A zachodzi ) C A oraz A C A,
wiec

DePA) i AeP(A)

dla dowolnego zbioru A. W szczegolnosci zbiér potegowy zbioru pustego jest
zbiorem jednoelementowym, sktadajacym sie ze zbioru pustego. Innymi stowy,

P(0) = {0}.



Przyktad 1.4. Zbior {1} ma doktadnie dwa podzbiory, zbior pusty oraz {1}, co
oznacza, ze P({1}) = {0, {1}}. Analogicznie P({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}} oraz

P({1,2,3}) = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} }.

Pokazemy teraz, ze liczbe elementéw zbioru potegowego mozna bardzo tatwo
wyznaczy¢, znajac liczbe elementéw zbioru wyjsciowego. Uzasadnimy w ten spo-
s6b sensownosé zapisu 24 dla zbioru potegowego zbioru A.

Twierdzenie 1.5. Dowolny zbidr n-elementowy, przy czym n = 0, ma doktadnie
2" podzbiorow.

Dowadd. Zbiér pusty ma doktadnie jeden podzbioér, ktory sam jest zbiorem pu-
stym, wiec teza twierdzenia zachodzi dla n = 0 w sposéb oczywisty. Niech zatem
n > 11irozwazmy zbior A = {ay,...,a,}. Aby skonstruowaé¢ dowolny z jego pod-
zbioréw B C A, mozemy po kolei dla ¢ = 1,...,n wybieraé¢, czy element a; bedzie
znajdowaé sie w zbiorze B, czy tez nie. Dokonamy w ten sposob n niezaleznych
wyboréw, a w kazdym z nich podejmiemy jednag z dwoch decyzji, co oznacza, ze
réznych podzbioréw jest 2-...-2 = 2", O

1.5. Operacje na zbiorach

7 danych zbioréw mozemy tworzy¢ nowe zbiory przez wykonywanie na nich pew-
nych operacji. Zatézmy w tym celu, ze dane sa zbiory A i B. Ich sumg, oznaczang
przez AU B nazywamy zbior ztozony z tych i tylko tych elementéw, ktére nalezg
do co najmniej jednego ze zbioréw A lub B. Podobnie definiujemy iloczyn zbio-
row A i B jako zbior tych i tylko tych elementow, ktore naleza jednoczesnie i do
zbioru A i do zbioru B. Iloczyn, oznaczany przez AN B, bywa rowniez nazywany
czedciq wspdlng lub przecieciem. Jezeli AN B = (), to moéwimy, ze zbiory A i B sg
roztaczne. Réznicq zbioréow A 1 B nazywamy zbior A \ B ztozony z tych i tylko
tych elementow, ktore naleza do zbioru A i nie naleza do zbioru B. Symbolicznie,
pamietajac o naiwnosci naszego podejscia, mozemy zapisaé
AUB ={z:z € Alub x € B},
ANB={z:x€ Aix € B},
A\B={z:zcAix ¢ B}.
Uzyteczne jest réwniez wprowadzenie rdznicy symetrycznej zbioréw A i B,
oznaczanej przez? A A B, jako zbioru tych i tylko tych elementéw, ktore naleza 9 Czasami réwniez A + B lub
do doktadnie jednego ze zbioréw A lub B, czyli A= B.

AAB=(A\B)U(B\A).
Mozemy tez réwnowaznie zapisaé
AANB=(AUB)\ (ANB).
Przyktad 1.6. Niech
A=1{1,2,5}, B =1{2,3,4}.
Wtedy
AUB=1{1,2,3,4,5}, AnB={2}, A\B={l,5}, AAB=({1,3,4,5}.



Zwykle rozwazane przez nas zbiory sa podzbiorami ustalonego zbioru X, ktory
bywa wtedy nazywany przestrzenig lub uniwersum. Jezeli A C X, to zbior X \ A
nazywamy dopetnieniem A w X. Czasami, jesli z kontekstu jest jasne, w jakim
uniwersum znajduje sie zbior A, to jego dopekienie oznaczamy przez'® A¢. Warto 10 Mozna tez spotkaé¢ symbole A’
zauwazycé, ze Alub —A.

(A°)° = A.

Nalezy tez jednak pamietaé, ze dopelnienie zbioru zalezy nie tylko od samego
zbioru, ale réwniez od przestrzeni, w ktorej ten zbiér umiescimy.

Roéznice zbioréw mozemy teraz przedstawié¢ za pomocs iloczynu i dopetnienia,
mianowicie

A\B=AnNB"

dla dowolnych zbioréw A i B w ustalonym uniwersum X.

1.6. Prawa rachunku zbiorow

Wymienimy teraz wtasnosci dziatan na zbiorach zwane réwniez prawami rachunku
zbioréw. Wprost z definicji sumy i iloczynu dla dowolnych zbiorow A i B mamy

AUB=BUA,
ANB=BnA.

Rownosci te nazywane sa prawami przemiennosci. Z przemiennosci sumy zbioréw
wynika natychmiast przemienno$é réznicy symetrycznej, to znaczy

AN B=BAA.
Roéwnie oczywiste sa prawa tgcznosci dla sumy i iloczynu, czyli réwnosci

(AUB)UC = AU (BUCQ),
(ANB)NC =AN(BNC)

prawdziwe dla dowolnych zbioréw A, B i C'. Méwia one, ze przy dodawaniu lub
mnozeniu trzech zbioréw nie ma znaczenia miejsce nawiaséw. Mozna wiec tych
nawiaséw w ogole nie pisaé, a wynik dziatania AU BUC lub AN B N C bedzie
dobrze okreslony. Oczywiscie fakt ten przenosi sie w oczywisty sposoéb na sume
badz iloczyn dowolnej skoniczonej liczby zbiorow.

Latwo tez przekonaé sie, jakie sa zwiazki miedzy dzialaniami na zbiorach,
a relacjg inkluzji. Dla dowolnych zbiorow A, B i C' mamy mianowicie

AC AUB,
ANB C A,
A\BCA

oraz

jezeli ACCiBcCC,to AUB CC,
jezeli ACBiACC,to AC BNC,
jezeli BC C,to A\ C C A\ B.



Wszystkie wymienione obserwacje sa w zasadzie oczywiste, ale sprobujmy uza-

sadni¢, ze zachodzi ostatnia z nich. Musimy pokazaé, ze dla dowolnego z € A\ C

zachodzi © € A\ B, przy dodatkowym zalozeniu, ze B C C. Przypusémy, ze

x € A\C, czylixz € Aix ¢ C. Poniewaz jednak B C C, to warunek z ¢ C

implikuje = ¢ B. Otrzymujemy wiec x € A oraz x ¢ B, skad istotnie z € A\ B.
Dla sumy i iloczynu zachodza prawa rozdzielnosci.

Fakt 1.7 (Prawa rozdzielnosci dla sumy i iloczynu). Dla dowolnych zbioréw A,
B i C zachodzg réwnosci

AN(BUC) = (ANB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).

Dowdd. Uzasadnimy tylko pierwsza réwnosé. Dowdd drugiej z nich jest bardzo
podobny i pozostawiamy go jako ¢wiczenie.

Aby sprawdzié, ze dwa zbiory sg réwne, musimy pokazaé, ze maja te same
elementy. Wykazemy w tym celu dwie inkluzje,

AN(BUC)C (ANB)U(ANC)

AN(BUC) > (ANB)U(ANC).

Zalozmy w tym celu najpierw, ze x € AN (B U C). Z definicji iloczynu zbiorow
wynika, ze x € Aix € BUC. Drugi z warunkéw mowi, ze x jest elementem co
najmniej jednego ze zbioréw B lub C. Przypusémy, ze x € B. Wtedy x € A oraz
x € B, wiecx € AN B. W przypadku, gdy « € C, to analogicznie x € AN C.
Poniewaz jednak AN B oraz AN C sa podzbiorami (AN B)U (ANC), to w obu
przypadkach z € (ANB)U(ANC), co dowodzi pierwszej inkluzji. Z drugiej strony,
jezeliz € (ANB)U(ANC), to

Zalozmy teraz, ze x € (AN B)U (ANC). Z definicji sumy x € AN B lub
x € ANC. W pierwszym przypadku mamy x € A i x € B, wiec tym bardziej
x € BUC, gdyz B C BUC. Pokazuje to, ze x € AN(BUC). W drugim przypadku
mamy x € A iz € C, wiec z tego samego powodu z € BUC iz € AN(BUC),
co koniczy dowdd drugiej inkluzji. O

Wazne sa rowniez prawa de Morgana, wiazace sume, iloczyn i réznice zbioréw.
Fakt 1.8 (Prawa de Morgana). Dla dowolnych zbioréw A, B i C' mamy

A\ (BUC)=(A\B)N(A\C),
A\ (BNC) = (A\B)U(A\ O).

Dowdd. Udowodnimy tym razem druga z rownosci. Zaczniemy od wykazania in-
kluzji A\ (BNC) C (A\ B)U(A\C). Zatozmy, ze x € A\ (BNC). Wtedy z € A
oraz x ¢ BN C. Drugi z warunkéw moéwi, ze x nie nalezy do jednoczes$nie do obu
zbioréw B i C, czyli nie nalezy do przynajmniej jednego z nich. Przypusémy, ze
x € B. Otrzymujemy x € A oraz x ¢ B, wiec x € A\ B. Podobnie gdy x ¢ C,
dostajemy x € A\ C. Jednak oba zbiory A\ B oraz A\ C sa podzbiorami zbioru
(A\ B)U (A\ C), co koniczy dowod pierwszej inkluzji.



Dowiedziemy teraz, ze A\ (BNC) D (A\ B)U (A\ C). Zalozmy, ze = €
(A\B)U(A\C), czyliz € A\ Blubxz € A\ C. W pierwszym przypadku z € A
iz ¢ B, wiecx € A\ (BNC), gdyz BNC C B. Przypadek = € A\ C jest w pelni
analogiczny, co koniczy dowdd. O

Czesto tez prawa de Morgana wypowiadane sa w terminach dopelnien.

Wnhiosek 1.9 (Prawa de Morgana). Jezeli A i B sq podzbiorami przestrzeni X,
to
(AUB)¢ = A°N B,
(AN B)° = A°U B-.
Dowdd. Wystarczy w fakcie 1.8 przyja¢c A= X, B=AiC =B. O
Podobnie jak dla suma i iloczyn, réznica symetryczna zbioréw jest dziataniem
tacznym.

Fakt 1.10 (Lacznosé¢ roznicy symetrycznej). Dla dowolnych zbioréw A, B i C
mamy

(AAB)AC=ANA(BAC).

Dowdd. Zatozmy, ze x € (A A B) A C, czyli x nalezy do doktadnie jednego ze
zbiorow A A B lub C. Jezeli x € C, to x € A/ B. Drugi warunek moéwi, ze x nie
nalezy ani do A ani do B, lub tez nalezy i do A i do B. Oznacza to, w przypadku,
gdy x € C, ze x nalezy tylko do zbioru C' lub do wszystkich zbioréw A, B i C.
Jezeli natomiast x € AA Bix ¢ C, to x nalezy do jednego ze zbiorow A lub B.

Udowodnilismy wiec, ze jesli x € (A A B) A C, to z nalezy do nieparzystej
liczby zbiorow sposrod A, B i C. Z drugiej strony, jezeli x nalezy do nieparzyste;j
liczby zbioréow sposrod A, B i C, to oczywiscie x € (AA B) A C. W konsekwencji

re(AAB)AC
wtedy i tylko wtedy, gdy
x nalezy do nieparzystej liczby zbioréw sposrod A, B i C.

Ostatni warunek w zaden sposéb nie wyréznia kolejnosci zbioréw, wiec jest on

rownowazny temu, ze x € (BAC)AA=AAN(BAC). O

Wykorzystujac udowodnione prawa rachunku zbioréw, mozemy oczywiscie wy-
prowadzaé z nich nowe fakty.

Przyktad 1.11. a) Dla dowolnych zbiorow A, B, C' i D zachodzi réwnosé
(AuUB)N(CUuD)=(ANnCY)U(AND)U(BNC)U (BND).

Wykorzystujac wielokrotnie rozdzielnosé iloczynu wzgledem sumy zbioréw, otrzy-
mujemy

(AUB)N(CUD) = [(AUB)NC]U[(AUuB)ND] =
=[(AnC)u(BNC)]U[(AnD)uU(BND)].

Teza wynika wiec z tacznosci i przemiennosci sumy zbioréow.



b) Dla dowolnych zbiorow A, B i C' zachodzi
A\ (B\C)=(A\B)U(ANCO).

Mozemy zatozyé, ze wszystkie zbiory sa podzbiorami uniwersum X, przyjmujac
na przyktad X = AU BUC. Mamy wtedy

AN(B\C)=A\(BNCY) =
=AN(BNC) =
=AN(B°UC) =
=(ANB)U(ANC).

W pierwszej i drugiej réwnodci zapisaliSmy réznice w terminach iloczynu i dopet-
nienia, w trzeciej skorzystaliémy z prawa de Morgana oraz faktu, ze (C¢)¢ = C,
a w czwartej z rozdzielnosci iloczynu wzgledem sumy zbioréw.

1.7. Para uporzadkowana i iloczyn kartezjanski

Jak wiemy, zbiér nie wyréznia kolejnosci elementow, wiec {a,b} = {b,a}. Jest
jednak wiele sytuacji, kiedy taka kolejnos¢ chcieliby$my ustali¢. W szkolnej geo-
metrii analitycznej wspotrzedne punktu na plaszczyznie opisane sa przez pare
uporzgdkowang liczb rzeczywistych. Pierwsza wspotrzedna nazywana jest odcietq,
a druga rzedng. Zamiana miejscami odcietej i rzednej najczesciej daje inny punkt
niz wyjsciowy.

Czym jednak taka para uporzadkowana jest? Poza stwierdzeniem, ze para upo-
rzadkowana, to...para uporzadkowana, niewiele wiecej sie o tym w szkole mowi.
Sprobujmy to pojecie sformalizowaé, wykorzystujac konstrukcje teoriomnogoscio-
wa.

Dla dowolnych elementéow a i b parg uporzgdkowang nazywamy zbior'!

(a,b) = {{a}, {a, b}}

Element a nazywamy pierwszym, a b drugim elementem pary (a,b).

Pokazemy teraz, ze para uporzadkowana rzeczywiscie wprowadza pewien po-
rzadek miedzy swoimi elementami. Mianowicie sprawdzimy, ze dwie pary upo-
rzadkowane sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa utworzone z takich samych par
elementéw ustawionych w tej samej kolejnodci.

Twierdzenie 1.12. Dla dowolnych elementow a, b, ¢ i d mamy
(av b) = (C’ d)

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
a=c 1 b=d.

Dowdd. Jezeli a = ¢ 1 b = d, to oczywiscie (a,b) = (c,d). Zalozmy wiec, ze

(a,b) = (¢, d), czyli
{{CL}, {aa b}} = {{6}7 {Cv d}}
Mamy wtedy (1) {a} = {c} i {a,b} = {¢,d} lub (2) {a} = {¢,d} i {a,b} = {c}.

W pierwszym przypadku z pierwszej rownosci otrzymujemy a = ¢ i w konsekwencji
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{a,b} = {a,d}. Jezeli teraz a = b, to {a} = {a,d}, co implikuje d =aia=0=
¢ = d. Jezeli natomiast a # b, to d = b.

W przypadku (2) z rownosci {a} = {¢,d} wynika, ze a = ¢ = d, co daje
{a,b} = a i ostatecznie a = b = ¢ = d. O

Podana definicja pary uporzadkowanej jest obecnie powszechnie przyjeta, ale
sg tez inne, nieco bardziej skomplikowane. Przedstawiamy je w zadaniu 1.15.
Naturalnie, kiedy dysponujemy juz para uporzadkowana, nic nie stoi na prze-
szkodzie, aby$my wprowadzili uporzadkowana trojke, czworke i ogdlnie n-tke.
Przyktadowo, dla elementéw a, b i ¢ mozemy zdefiniowaé uporzgadkowang troj-
ke jako
(a,b,¢) == ((a,b),c).

Jak nietrudno sie przekonaé, zob. zadanie 1.17, taki zbidr rzeczywiscie wyréznia
kolejnosé elementéw. Postepujac w ten sposdb wprowadzamy iteracyjnie dlan > 3
uporzgdkowang n-tke wzorem

(a1,...,a,) = ((al, A an_l),an).

Dla zbioréw A i B przez A x B oznaczaé bedziemy zbior wszystkich par upo-
rzadkowanych postaci (a,b), gdzie a € Aib € B. Zbioér ten nazywamy iloczynem
kartezjariskim zbioréow A i B. Zauwazmy, ze dla dowolnych a € A i b € B para
uporzadkowana (a,b) sklada sie ze zbiorow {a} i {a,b}, ktore sa podzbiorami
sumy AU B. W zwiazku z tym (a,b) € P(P(AU B)) i w konsekwencji

Ax B CP(P(AUB)).
Mozemy wiec zapisaé
AxB={zeP(P(AUB)): x = (a,b) dla pewnych a € Aib € B}.
Bedziemy jednak najczesciej uzywali uproszczonego zapisu
AxB={(a,b):ac Aibec B}.

Podobnie jak w przypadku pary uporzadkowanej mozemy uogélni¢ pojecie
iloczynu kartezjanskiego na dowolng skoriczong liczbe zbioréw. Dla zbioréw Aj,
..., A, niech

A X ... x Ay ={(a1,...,an): a; € A; dla kazdego i = 1,...,n}.

Jezeli wszystkie zbiory Ay, ..., A, sg rowne, powiedzmy A, to zamiast Ax...x A
mozemy pisa¢ A”. W szczegolnosci A% = A x A.

1.8. Funkcje

Podobnie jak w przypadku pary uporzadkowanej, szkolna definicja funkcji jest
mastem maslanym. Zwykle podaje sie ja w formie zblizonej do

funkcja to przyporzgdkowanie, ktore. . .
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A czym jest owo przyporzadkowanie? To takie cos, co przyporzadkowuje elemen-
tom jednego zbioru elementy drugiego zbioru. Widaé, ze jest tu problem, bo stowo
funkcja zastepujemy po prostu stowem przyporzqdkowanie'?, ktore réwniez nie zo- 12 Czasami tez odwzorowanie lub
stato zdefiniowane. Sprobujmy temu zaradzic. przeksztatcenie.
Niech X 1Y beda dowolnymi zbiorami. Funkcjg nazwiemy dowolny podzbior
f iloczynu kartezjanskiego X x Y, ktory spetnia warunek

dla dowolnych = € X i y1,y2 € Y jezeli (x,y1) € f i (z,y2) € f, to y1 = ya.

Jezeli (z,y) € f, to mowimy, ze z jest argumentem funkcji f, a y jej wartoscig
dla argumentu x. Zamiast (z,y) € f czesto bedziemy uzywac¢ standardowego
zapisu y = f(x). Powyzszy warunek orzeka, ze dla jednego argumentu funkcja
ma doktadnie jedna warto$é. Zbidr wszystkich argumentéow funkcji f nazywamy
jej dziedzing i oznaczamy przez Dy, a zbior wszystkich wartodci nazywamy jej

przeciwdziedzing lub zbiorem wartosci 1 oznaczamy przez Ry. Symbolicznie, '3 13 Dziedzina funkcji bywa tez
oznaczana przez dom(f), a prze-
Dy = {z € X : istnieje y € Y, dla ktorego (z,y) € f} ciwdziedzina przez range(f) lub

rg(f).
oraz
Ry = {y € Y : istnieje x € X, dla ktorego (z,y) € f}.

Oczywiscie Dy C Xi Ry C Y, wiec Dy xRy C X xY. Jezeli Dy = X, to méwimy,
ze funkcja przeksztalca zbior X w zbiér Y, co zapisujemy w postaci f: X — Y.

Przyklad 1.13. Niech f bedzie podzbiorem R? ztozonym z par, ktorych drugi
element jest kwadratem pierwszego, to znaczy

f=A{(z,y) eR?*: y =2},

Innymi stowy f to po prostu dobrze nam znana funkcja kwadratowa f: R — R

dana wzorem f(z) = 2.

Podsumowanie rozdziatu — co warto zapamietac?

Zbior jest nieuporzadkowang kolekcja elementow.

Zbior jest w pelni scharakteryzowany przez swoje elementy.

Zbior wszystkich elementéw x zbioru A spetniajacych warunek ®(x) ozna-
czamy przez

{z € A: d(z)}.

e A zawiera sie w B, co zapisujemy A C B, jezeli dla kazdego x € A zachodzi
x € B.

e A= B wtedy i tylko wtedy, gdy A C Bi B C A.

Zbior potegowy P(A) zbioru A jest zbiorem jego wszystkich podzbiorow.
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o Jezeli #A =n, to #P(A) =2".

e Przez

AU B, ANB, A\ B, AANB

oznaczamy odpowiednio sume, iloczyn, réznice i réznice symetryczng zbio-
row A1 B.

e Jezeli A jest podzbiorem uniwersum X, to A° jest zbiorem wszystkich ele-
mentow, ktore nie naleza do zbioru A.

e Suma, iloczyn i réznica symetryczna sa dzialaniami przemiennymi oraz tacz-
nymi.

e Suma jest rozdzielna wzgledem iloczynu i odwrotnie.
e Prawa de Morgana
(AUB)¢ = A°nN B¢, (AN B)° = A°UB°
pozwalaja zamienié¢ iloczyn na sume i odwrotnie.

e Iloczyn kartezjanski Ax B jest zbiorem wszystkich par uporzadkowany (a, b),
gdzie a € A oraz b € B.

e Funkcja jest szczegélnym podzbiorem iloczynu kartezjanskiego.

Zadania

Czesé¢ A
1.1. Niech

A={zecR: (z—1)?<1}, B={zeR:|z-3]>2}, C={-1,0}
Wyznacz (AUB)\ C, (B\C)NAiA\ (B\C), (4\C)A B.

1.2. Wyznacz zbior potegowy dla zbioréw:

a) {1,2,3,4},
b) 0,

c) {0},

)

d) {0,{0}}.

1.3. Wyznacz iloczyn kartezjanski A x B dla zbiorow:
a) A=1{0,1}, B ={1,2},
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b) A=1{0,1,2}, B={2,3},

c) A=0, B=1{1,2,3}.
1.4. Wyznacz zbiory A x (B x (), (Ax B) x C, Ax B x C dla

A={0,1}, B ={1,2}, C ={2,3}.

1.5. Naszkicuj na plaszczyznie zbiory A x Bi B x A dla:

a) A={yeR: —1<y<1},B={zecR:0<z <1},

b) A=7Z, B=(1,2),

) A={ze€R: 2?2 +2-2>0}, B={beN: 20 < 11}.
1.6. Podaj warunek réwnowazny réwnosci

AxB=DBxA.

Czesé¢ B

1.7. Udowodnij, ze dla dowolnych zbiorow A, B, C'i D zachodzg réwnosci:
2) (AUB)\C = (A\C)U (B\C),
b) A\(B\C) = (4\ B)U(ANC),

c) (A\B)uC=[(AuC)\ B]Uu(BNCOC),
d) (A\B)Nn(C\D)=(ANnC)\ (BUD,).

1.8. Wykaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C'i D zachodzg warunki:
a) jesli (AcBiCcCD),to(AUC C BUD),
b) jesli AC Boraz C C D, to A\D C B\ C.

1.9. Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzg roéwnosci:
a) AN(BAC)=(ANB)A(ANC),
b) A\B=AA(ANB),
c) AAB=A°A B“.

1.10. Wykorzystujac znane prawa rachunku zbioréw, pokaz, ze

(AAB)AC =AA(BAO).

1.11. Uzasadnij, ze dla dowolnych zbioréw A i B istnieje dokladnie jeden zbior
C, dla ktorego
ANC =B.

1.12. Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C jezeli zbiory AA Bi BA C sa
skonczone, to skonczony jest réwniez zbior A A C.
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1.13. Znajdz warunek réwnowazny réwnosci
P(AUB)=P(A)UP(B)
wyrazony w terminach wtasnosci zbioréow A i B.
1.14. Uzasadnij, ze dla dowolnych zbioréw A i B mamy
a) P(ANB) =P(A)NP(B),
b) P(AUB) ={C: C = A; U B; dla pewnych A; € P(A)i B, € P(B)}.

1.15 (Alternatywne definicje pary uporzadkowanej). Dla dowolnych elementow a
i b zdefiniujmy** 14 Pierwsza z definicji pochodzi

(a,b) = {{{a}’ 0}, {{b}}} od Norberta Wienera, druga nato-

miast od Feliksa Hausdorffa.
oraz

[a,b] = {{a, 0}, {0, {0}}}.
Udowodnij, ze sg to poprawne definicje pary uporzadkowanej, to znaczy

(a,b) = (c,d) i [a,b] = [e,d]

wtedy i tylko wtedy, gdy
a=c i b=d.

1.16. Dla dowolnych elementéw a i b okreslmy

(a,0)1 = {{a},{b}}  oraz  (a,b)2 = {a, {b}}.

Uzasadnij, podajac odpowiednie przyktady, ze zadna z powyzszych definicji nie
okresla poprawnie pary uporzadkowane;j.

1.17 (Uporzadkowana trojka). Dla dowolnych elementéw a, b i ¢ okreslamy

(a,b,c) = ((a, b),c).

Udowodnij, ze

(a,b,¢) = (d,e, f)
wtedy i tylko wtedy, gdy

a=d, b=ce, c=f.

1.18. Multizbiorem nazywamy obiekt, ktéry podobnie jak zbior ztozony jest z do-
wolnych elementéw, ale w ktorym ich krotno$é ma znaczenie. Multizbiory bedzie-
my zapisywaé¢ w podwojnych nawiasach kwadratowych, na przyktad [aq, ..., an].
W szcezegolnosci multizbior [1, 2, 2] sktada sie z trzech elementow: jednej 11 dwoch
2. Jest to inny obiekt niz zbior {1, 2,2} = {1,2}. Zaproponuj definicje multizbioru
W oparciu o pojecia teorii mnogosci.

1.19. Udowodnij, ze dla dowolnych zbiorow A, B, C'i D mamy

a) (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C),
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b) (AUB)x (CUD)=(AxC)U(AxD)U(BxC)U(Bx D),
c) (A\B)xC=(AxC)\(BxC(O).

1.20. Niech Ay, ..., A, beda dowolnymi zbiorami. Zdefiniujmy A jako najmniej-
szy zbior, dla ktorego:

a) A; € A dla dowolnego i € {1,...,n},

b) jezeli X € Aoraz Y € A, to ich suma X UY rowniez nalezy do A.
Ile maksymalnie elementéw ma zbioér A? Podaj przyktad takiego zbioru.
Czesé C

1.21. Niech Ay, ..., A, beda dowolnymi zbiorami. Zdefiniujmy A jako najmniej-
szy zbior, dla ktorego:

a) A; € A dla dowolnego i € {1,...,n},

b) jesli X € Aoraz Y € A, to ich suma X UY oraz roznica X \ Y rowniez
nalezg do A.

Ile maksymalnie elementéw ma zbiér A7 Podaj przyktad takiego zbioru.

Czesé¢ D

1.22. Napisz program, ktoéry dla zadanej liczy naturalnej n wypisze wszystkie

podzbiory15 zbioru {1, 2,..., n} 15 Jak wiemy z twierdzenia 1.5,
bedzie ich 2".
1.23. Napisz program, ktéry dla zadanej liczby naturalnej n oraz liczby k €
. . . 16 . ., . n
{1,...,n} wypisze wszystkie podzbiory'® k-elementowe zbiory {1,...,n}. 16 Podzbioréw tych bedzie (7).

1.24. Napisz program, ktéry dla zadanej liczby naturalnej n wypisze wszystkie
permutacje!” zbioru {1,...,n}, to znaczy wszystkie sposoby uporzadkowania ele- 17 Takich permutacji jest n!.
mentéw tego zbioru.
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