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Intuicja fizyczna i geometryczna
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Niech f: (a,b) — R oraz x, xg € (a, b). Liczbe Vi
TR
f(x) — f(x0)

X — X0

nazywamy ilorazem réznicowym funkcji f w punkcie xg dla przyrostu
X — X0-



Pochodna funkcji
Niech f: (a,b) — R oraz xo € (a, b). Jezeli istnieje (wtasciwa) granica

im ()= fl0)
X—>X0 X — X0

to nazywamy j3 pochodng funkcji f w punkcie xg i oznaczamy

f/(Xo).

Moéwimy wtedy, ze funkcja f jest r6zniczkowalna w punkcie xg.



Interpretacja geometryczna

Jezeli f'(xp) istnieje, to prosta o réwnaniu

y = f(x0) + f'(x0)(x — x0)

nazywamy styczna do wykresu funkcji £ w punkcie xg.
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Zwigzek z ciggtoscia

Twierdzenie

Funkcja rézniczkowalna w punkcie jest w tym punkcie ciggta.
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Przyktad

1R - Ko f(@f‘ o | <€ K
f(x)~f(xo> B xL —~ xDL ) (y/{> ()(4 Yo)
¥ ~ Xo T X o X %
i, {6 ~{0o) S (Y 1%, ) = 24X
X - Xq X = %o X=X,
f((xo> = Ly,
{'j



Przyktad



Pochodna funkcji odwrotnej
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Pochodna funkcji odwrotnej

Twierdzenie

Jezeli funkcja f jest $cisle monotoniczna oraz f'(xp) # 0, to funkcja
odwrotna f 1 jest rézniczkowalna w punkcie yp = f(xp) oraz

11
fi(x)  f'(f(%))

(F) (o) =



Przyktad



Pochodna funkcji ztozonej

Twierdzenie

Jezeli funkcja g ma pochodna w punkcie xg, a funkcja f ma pochodna
w punkcie g(xp), to

(fog)(x)="r"(g(x)) - &' (x0)-

$o5)0) = 50

<§l\w(><L)>\ = St‘w‘(xl> - (Xl>\ = CoS (XZ) - 2X



Przyktad



Pochodne funkcji elementarnych

(c)) =0
(Xa)/ _ aXa—l
(ex)/ — eX

(a¥) = a*Ina

(Inx) = <

(loga X)/ — XIna

Lo + D



Pochodne funkcji elementarnych

(sin x)" = cos x

(cos x) = —sinx
1
tgx) =
(tgx) cos? x
1
(ctgx) = ——



Pochodne funkcji elementarnych

1
(arcsin x)’ =
V1 — x?
1
(arccos x) = —
V1 — x?
1
tgx) =
(arctg x) T3
1
(arcctg x) = —

1+ x2



Algebraiczne wtasnos$ci pochodnej

Twierdzenie
Jezeli funkcje f i g s3 rézniczkowalne w punkcie xp, to
~\ (c- ) (x0) = c- f'(xp) dla dowolnego ¢ € R,

~ | (f+g)(x0) = f'(x0) + &'(x0),
~ | (f-g)(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0) - &'(x0).

7\ (x0)8(x) — F(x0)g'(xa) ..
( )(X> 22(0) le g(x0) # 0.
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Pochodna logarytmiczna



Ciggtos¢ nie implikuje rézniczkowalnosci

f&x): [




Ciggtos¢ nie implikuje rézniczkowalnosci
Twierdzenie

Istniejg funkcje ciggte na R, ktére nie maja pochodnej w zadnym
punkcie.




Pochodne jednostronne

Jezeli funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu lewostronnym
punktu xp, to granice

o+ ) — f(x0)
f! = |
- (0) hes0- h ’

o ile istnieje, nazywamy pochodng lewostronng funkcji f w punkcie xg.



Pochodne jednostronne

Jezeli funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu lewostronnym
punktu xp, to granice

o+ ) — f(x0)
f! = |
- (o) hs0- h ’

o ile istnieje, nazywamy pochodng lewostronng funkcji f w punkcie xg.

Jezeli funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu lewostronnym
punktu xg, to granice

, f(Xo—I—h)—f(XO)
fi(0) = h|l>r{)]+ h ’

o ile istnieje, nazywamy pochodng prawostronng funkcji f w punkcie
X0-



Pochodna w przedziale domknietym

Jezeli funkcja f jest okre$lona na przedziale (a, b) i ma pochodna
prawostronng w a, to méwimy, ze jest ona rézniczkowalna w a.



Pochodna w przedziale domknietym

Jezeli funkcja f jest okre$lona na przedziale (a, b) i ma pochodna
prawostronng w a, to méwimy, ze jest ona rézniczkowalna w a.

Jezeli funkcja f jest okreslona na przedziale (a, b) i ma pochodna
lewostronng w b, to méwimy, ze jest ona rézniczkowalna w b.



Pochodne wyzszych rzedéw

¢ — ¢ ()=

( f {
%o t 1 (X,
( ) @x> A @ B «Z

<f|> _ ]:”
Q<1>”: )
A e e R G



Pochodne wyzszych rzedéw

Okreslong indukcyjnie liczbe

f(n)(XO) _ {f(Xo), n =0,

(F9) (x0), n>1,

o ile istnieje, nazywamy pochodng n-tego rzedu funkcji f w punkcie xg.



Pochodna n-tego rzedu iloczynu

W2z6r Leibniza

Jezeli funkcje f i g maja pochodne n-tego rzedu w punkcie xg, to

n

(f - g)(”)(xo) _ Z <Z> f(n—k)( 0) .g(k)(XO)
k=0
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Pochodna a monotonicznos$¢




Pochodna a monotonicznos$¢

Niech funkcja f@—> R okre$lona na dowolnym przedziale | bedzie
ciggta na | oraz rézniczkowalna wewnatrz /. Wtedy:

~ f jest statana | <= f' =0 wewnatrz /.
~» f jest rosnaca na | <= ' > 0 wewnatrz /.

~ f jest malejaca na | < ' < 0 wewnatrz /.
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Pochodna a monotonicznos$¢

Niech funkcja f: I — R okreslona na dowolnym przedziale / bedzie
ciggta na / oraz r6zniczkowalna wewnatrz /. Wtedy:

~ f jest statana | <= f' =0 wewnatrz /.
~» f jest rosnaca na | <= f’ > 0 wewnatrz /.
~» f jest malejaca na | < ' < 0 wewnatrz /.

Jezeli ponadto funkcja f’ nie jest stale réwna 0 na zadnym podprzedziale
przedziatu /, to

~ f jest Sciéle rosnaca na | <= f’ > 0 wewnatrz /.

~ f jest Sci$le malejagca na | < ' < 0 wewnatrz /.
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Wzér Taylora

Zatézmy, ze | = (a, b) jest przedziatem domknietym oraz x, xg € I,
x # xg. Jezeli dla liczby naturalnej n > 1 funkcja f ma

~ ciagta pochodng rzedu n — 1 na przedziale /,
~» pochodng rzedu n na przedziale (a, b),

to istnieje taki punkt ¢, lezacy miedzy x a xg, ze
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Ekstrema

J




Ekstrema
Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xp minimum lokalne, jezeli

V. A (x> f(x).

0>0 xeS(xp,9)

Jezeli nieréwnos$¢ > zamienimy na >, to powiemy, ze jest to minimum
lokalne wtasciwe.



Ekstrema
Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xp maksimum lokalne, jezeli

VA (%)< fxo).

0>0 xeS(xp,9)

Jezeli nieréwnos¢ < zamienimy na <, to powiemy, ze jest to maksimum
lokalne wtasciwe.



Warunek konieczny istnienia ekstremum

Twierdzenie Fermata

Jesli funkcja f: (a, b) — R ma w punkcie xg ekstremum lokalne i jest w
tym punkcie rézniczkowalna, to

f,(XO) = 0.
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Warunek dostateczny istnienia ekstremum

N {()=0
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Warunek dostateczny istnienia ekstremum

Niech funkcja f: (a, b) — R bedzie ciggta w punkcie xg oraz dla

pewnego & > 0 rézniczkowalna w zbiorze S(xp, 9).

~  Jezeli f'(x) < 0 dla kazdego x € (xg — 9, xg) oraz f'(x) > 0 dla
kazdego x € (xg,x0 + ), to f ma w punkcie xp minimum lokalne
wtasciwe.

~ Jezeli f'(x) > 0 dla kazdego x € (xp — 0, xp) oraz f'(x) < 0 dla
kazdego x € (xg, x0 + ), to f ma w punkcie xg maksimum lokalne
wiasciwe.



Warunek dostateczny istnienia ekstremum



Warunek dostateczny istnienia ekstremum

Zatézmy, ze
~ funkcja f ma w pewnym otoczeniu punktu xg pochodna f’ oraz
istnieje druga pochodna " (xg).
Jezeli
f'(x) =0  oraz  f"(xg) #0,

to funkcja £ ma w punkcie xg ekstremum lokalne wtasciwe: maksimum,
gdy (x0) < 0, a minimum, gdy ”(xg) > 0.



Warunek dostateczny istnienia ekstremum

Zatézmy, ze
~ funkcja f ma w pewnym otoczeniu punktu xg pochodne do rzedu
n—1, a pochodna f(")(xg) istnieje.

Jezeli
fl(x0)=rf"(x0)=...=f" D(x)=0 oraz M(x9) #£0

| n jest liczbg parzystg, to funkcja f ma w punkcie xg ekstremum lokalne
wiasciwe: maksimum, gdy (" (xp) < 0, a minimum, gdy f(")(xq) > 0.

Jezeli liczba n jest nieparzysta, to funkcja nie posiada ekstremum
w punkcie xg.






Ekstrema globalne



Przyktad



Przyktad

Prostopadtoscienne pudetko majace w podstawie kwadrat, ma miec¢
objetos¢ 2000 cm3. Materiat na dno kosztuje 30 zt za cm?, za$ na éciany
boczne jest o potowe tanszy. Jakie powinny by¢ wymiary pudetka, aby
koszt zuzytego materiatu byt minimalny?



Przyktad

Firma wydobywajaca rope naftowa musi utozy¢ rurociag z punktu A
lezacego przy brzegu do platformy wiertniczej znajdujacej sie na morzu
w punkcie B. Koszt utozenia 1 km rurociggu wzdtuz brzegu wynosi
$500 000, natomiast na dnie morza $1 000 000. Jaki jest najmniejszy
mozliwy koszt utozenia takiego rurociagu?




Regutfa de I'Hospitala

Jezeli funkcje f i g spetniaja warunki:

~ lim f(x) = lim g(x) =0, przy czym g(x) # 0 w pewnym
X—>X0 X—>X0
otoczeniu xg (poza, by¢ moze, samym punktem xg),

~ f"i g’ istnieja w pewnym otoczeniu xy (poza, by¢ moze, samym

f/
punktem Xxp) oraz istnieje granica lim (x) (wtasciwa lub
x—=x0 g'(x)
niewtasciwa),
to
f(x) f'(x)

im —=Z% = |im :
x=x0 g(x) x>0 g'(x)




Regutfa de I'Hospitala

Jezeli funkcje f i g spetniaja warunki:

~ lim g(x) = Fo0,

X—>X0

~ f"i g’ istnieja w pewnym otoczeniu xy (poza, by¢ moze, samym

L .. (%)
punktem xg) oraz istnieje granica lim
x—x0 g'(x)

(wtasciwa lub

niewtasciwa),

to
f(x)

. . (x)
im —= = |im .
X—$X0 g(x) X—$X0 g’(x)




Regutfa de I'Hospitala: uwagi

~ Obie reguty de I'Hospitala sg prawdziwe takze dla granic
jednostronnych oraz dla granic w +o00 lub w —o0.

~> Reguty de |'Hospitala mozna réwniez wykorzystywaé do obliczania
granic typu 0 - oo, oo — o0, 1°°, oo?, 00,



