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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

INFORMACJA O PRZEDMIOCIE

Cele przedmiotu:

e Cel 1. Zapoznanie studentéw z podstawowymi pojeciami i twierdzeniami rachunku réz-
niczkowego i catkowego funkcji jednej zmienne;j.

e Cel 2. Zapoznanie studentéw z podstawowymi pojeciami i twierdzeniami algebry liniowe;j
1 geometrii analitycznej.

Efekty ksztalcenia w zakresie umiejetnosci:

e Efekt 1. Potrafi postugiwaé sie podstawowymi definicjami i metodami rachunku réznicz-
kowego i catkowego funkcji jednej zmiennej.

e Efekt 2. Potrafi postugiwaé sie podstawowymi pojeciami i modelami z algebry liniowej i
geometrii analitycznej.

Literatura do zaje¢:

Literatura podstawowa

a) Leitner R., Zarys matematyki wyzszej, czes¢ 11 I, Wydawnictwo Naukowo — Techniczne,
Warszawa, 2019,

b) Krysicki W., Wlodarski L., Analiza matematyczna w zadaniach, Czes¢ I, Panstwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 2015,

c) Kajetanowicz P., Wierzejewski J., Algebra z geometria analityczna, Panistwowe Wydaw-
nictwo Naukowe, Warszawa 2008,

d) Jurlewicz T., Skoczylas Z., Algebra i geometria analityczna. Przyklady i zadania, Oficyna
Wydawnicza GiS, Wroctaw 2009.

Literatura uzupetniajaca

a) Stankiewicz W., Zadania z matematyki dla wyzszych uczelni technicznych, czesé A i B,
Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 2001.

Metody i kryteria oceny:
e Oceny czastkowe:

o Ocena 1. Odpowiedzi ustne.

o Ocena 2. Wyniki uzyskane z dwoch kolokwiow.
e Ocena koricowa — zaliczenie przedmiotu:

o Uzyskanie minimum 51% punktow mozliwych do zdobycia z dwoch kolokwiow oraz
odpowiedzi ustnych.
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Plan zaje¢:

Cw. 1. Obliczanie pochodnych funkcji jednej zmienne;j.

Cw. 2. Zastosowanie rachunku rézniczkowego do obliczania
wartosci przyblizonych oraz granic funkcji.

Cw. 3 Badanie monotonicznosci i wyznaczanie ekstremow
funkcji jednej zmiennej z wykorzystaniem rachunku roz-
niczkowego.

Cw. 4. Obliczanie calek nieoznaczonych z zastosowaniem wy-
branych metod calkowania.

Cw. 5. Obliczanie i zastosowanie calek oznaczonych i niewtasci-
wych.

Cw. 6. Kolokwium 1.

Cw. 7. Zamiana postaci liczby zespolonej. Dziatania na liczbach
zespolonych.

Cw. 8. Wykonywanie dziatan na macierzach. Obliczanie wy-
znacznikow.

Cw. 9. Wyznaczanie macierzy odwrotnej oraz rzedu macierzy.

Cw. 10. Rozwiazywanie uktadéw réwnan liniowych.

Cw. 11. Dziatania na wektorach.

Cw. 12. Wyznaczanie rownain prostych i plaszezyzn w R3.

Cw. 13. Rozwiazywanie zadani z zastosowaniem przeksztalcen
geometrycznych.

Cw. 14. Badanie wlasnosci krzywych stozkowych.

Cw. 15. Kolokwium 2.
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Spis tresci
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

CWICZENIA 1. Obliczanie pochodnych funkcji jednej zmiennej.

Cel ¢éwiczen:
Nabycie przez studentéw umiejetnosci rozniczkowania funkceji jednej zmiennej.

Zakres tematyczny zajec:
e Definicja pochodnej funkcji w punkcie.
e Pochodna sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkcji.
e Pochodna funkcji ztozonej.
e Pochodna funkcji odwrotnej.
Pytania kontrolne:
a

Jaka jest definicja pochodnej?

Jaki jest wzor na pochodng funkcji ztozonej?

)
b) Jaki jest wzor na pochodna sumy, réznicy, iloczynu oraz ilorazu funkcji?
¢)

)

d) Jaki jest wzoér na pochodna funkcji odwrotnej?

Europejskie - Polska Europejski Fundusz Spoteczny
Wiedza Edukacja Rozwdj
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Zadanie 1.1. Obliczy¢ z definicji pochodng funkcji f w podanym punkcie xg:
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Przykladowe rozwigzania:
a) Pochodna f'(zg) funkcji f w punkcie z( jest zdefiniowana jako granica ilorazu réznico-

wego, to znaczy
. zo +h) — f(o)
!/ — l f(
f (xo) h{r(l) h )
o ile ta granica istnieje. W naszym przypadku, dla f(z) = z* i zyp = 1, musimy sprawdzi¢, czy
istnieje granica

2 12
i LR 1%
h—0

Ze wzoru na réznice kwadratéw mamy jednak

(1+h)*—1*  2h+h?
h - h

=2+ h.

Granica ostatniego wyrazenia przy h dazacym do zera jest 2, wiec pochodna funkcji f w punkcie
xo = 1 istnieje 1

f)=2.
h) Musimy sprawdzi¢, czy przy h — 0 istnieje granica wyrazenia
elth — ¢l e — 1
=e
h h

Poniewaz e jest staly, to skupimy sie na badaniu wyrazenia (e" — 1)/h. Stosujac podstawienie
t=el — 1,

mozemy zapisa¢ e = 1+, skad h = In(1 + t) (zwr6émy uwage, ze t > —1). Oznacza to, ze

el —1 B t
h In(1+¢)
Fundusze . . .
ki Rzeczpospolita Unia Europejska
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Poniewaz h — 0 jest rownowazne ¢t — 0, to

Pt S t 1 r 1
im = lim = =lim———.
h=0 h t=0In(14+¢) ¢t 'In(l++¢) =0ln(1+¢)"!

Wiemy jednak, ze
lim(14 1) =e,

—0

wiec na mocy ciaglosci funkeji logarytm otrzymujemy

I ! L
m——— = — =
=0In(1+ )7 Ine

)

co dowodzi, ze

f(1) =e.

Wskazowki:
b) i d) Wykorzysta¢ wzor na roznice szescianow.
e) i f) Wykorzysta¢ wzory na réznice funkeji trygonometrycznych.

Zadanie 1.2. Obliczy¢, wykorzystujac wzory na pochodna sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu,
pochodne nastepujacych funkcji:

a) f(z)=2"+ 32> — 52* — 81 + 6, j) f(x) =xarcsinz,

o = (), 0 o - e

) £ =5 ) )=

D) @) = m) f(z) = n ngx,
o) f() =2, n) f() = T

f) f(z) = Siz‘” + : ;Zi Z ﬁ::tg:c,
W= 1?2‘;’” qQ) f(z) = sinx logy(x),
h) f(a) = ) 1) = BT

) f@) = 1 I

Fundusze . ; ;
E Europejskie Rzeczpospolita Unia Europejska
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Przykladowe rozwigzania:
1) Wykorzystujac wzor na pochodna ilorazu, otrzymujemy

, rsinx
flz) = <1+tg:c> B
(rsinz)' (1 +tgx) —xsinz(l + tgz)’
(1+tgx)? -
{(x)’sinx + z(sin x)’} (1+tgz) — xsinx[(l)’ + (tg x)’}
(1+tgx)?
(sinx 4+ zcosx)(l+tgx) —xsinz
- (1+tga)?

1
cos? x

m) Wielokrotnie stosujac wzor na pochodna iloczynu, otrzymujemy

f'(x)

= (zsinzarctgr) =

= [(zsinz)arctgz] =

= (xsinz) arctgz + (xsinz)(arctgx) =
(

= Sinl’—F.’ECOSIE arct x—i—:csinxi.
) arctg a2

Zadanie 1.3. Obliczy¢, wykorzystujac wzor na pochodna funkcji ztozonej, pochodne nastepu-
jacych funkcji:

a) f(x) = cos (a), k) f(z) = Vinz,

b) f(z) =sin’z, ~ Inz
) ) = o,
c) f(x) =cosz — 1cos?’ x,
3 m) f(z)=/1+In(z?),
Q) fla)= oy~ 8w ) flz) =57,
) f(x) = sinvVI+22, o) fl#) = .
f) f(x) = (arcsinz)?, D) flz) = Qﬁ,
g) f(x) = (arcsinz + arccosz)?, Q) flo) = ViFem,
h) f(z) = arc sini, r) f(z) = e*/ 87,

arcsin x Tt +x

i) f(x):ﬁ: s) f(z) =tg 5
) fz)=In*z, t) f(x) =/1+ctgr,

Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
Europejski Fundusz Spot
Wiedza Edukacja Rozwdj - Polska propestituncusz spotecny
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

u) f(z) = arctg2?, x) f(x) = arcsin®In (2* + 2°),
v) f(z) =Inarctg v'1 + 22, ¥) f(:c)zlnsinm,

1\ 2
w) f(z) = (arctg :E) ) z) f(r) =Inlnlnz.

Przykladowe rozwigzania:
b) Funkcje f mozna zapisa¢ jako ztozenie funkeji elementarnych w nastepujacy sposob

f=riof,
gdzie

hz) =z
fo(z) = sinzx.

Ze wzoru na pochodng funkcji ztozonej otrzymujemy

f'(@) = (fro f2)(z) = fi(fa(x)) - f(2).

Poniewaz
(z) = 322, fo(z) = cosz,
to
f'(z) = 3(sinz)? - cos z.
e) Mamy
f=1fiofaofs,
gdzie
f1 (Q?) =sinzx
fo(z) = \/_
fs(@)=1+uz
Wykorzystujac wzory
1
1(x) = cos, folz) = SNk 3(z) = 2,
otrzymujemy
fl(x)=(fio fao f3)(x) =
= fi(f2o fa(z)) - (fa0 f3)'(z) =
= fi(fao f3(x)) - f5(fs(2)) - f3(x) =
1
=cosV1+a2 ——n—r - 27.
21 + 22
y) Mamy
1 . 1 1
fl(x) = ————— - cos {Jarctg e - = (arctge® ) /3. —_—- e”’ . 322,
sin {/arc tg e*’ 3 14 (ef‘?’)
Fundusze . ; ;
el Rzeczpospolita Unia Europejska
E VEVTZZZF;EL{IZ IijaeRozwéj - Polskap P Europejski Fundusz Spoteczny
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Zadanie 1.4. Obliczy¢ pochodne funkcji:

a) f(z) =z, f) f(z) = (sinz)*>*",

b) f(z) =2, T \*
g) flz)= :

) f(x) =", ()

d) f(z) =2, h) f(z) = (Inz)”,

e) f(z)=a™", i) f(z)=av®

Przykladowe rozwigzania:
a) Poniewaz funkcja wyktadnicza oraz logarytmiczna sa wzgledem siebie odwrotne, to dla
dowolnego a > 0 mamy

Wstawiajac a = ¥ (zakladamy tutaj, ze x > 0), otrzymujemy
e R
Wynika stad, ze
z\/ zlnz)’ zlnz ! zlnz
() :(e ) =" (zlnx) =" (Inx + 1).

Zadanie 1.5. Wykorzystujac wzor na pochodng funkeji odwrotnej, wyznaczy¢ pochodne funk-
cji:

a) f(x)=+/x dlax>0,

b) f(z) =Inz dla z > 0,

¢) f(x) =arctgz dla xz € R.

Przykladowe rozwigzania:
a) Funkcja odwrotna do funkeji f jest funkcja f~': (0, +00) — (0, +00) dana wzorem

) = a2

(zwro¢my uwage, ze funkcja f~! nie jest funkcja zdefiniowana na calej prostej rzeczywistej).
Wiemy ponadto, ze
(f ) (@) = 2z,

zatem, ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej, otrzymujemy

1 1
(@) = =5 = :
() (f(@) 2V
Fundusze . . .
ki Rzeczpospolita Unia Europejska
E VEVTZZZF;EL{IZ IijaeRozwéj - Polska Europejski Fundusz Spoteczny
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

CWICZENIA 2. Zastosowanie rachunku rézniczkowego do obliczania
wartodci przyblizonych oraz granic funkcji.

Cel éwiczen:
Nabycie przez studentéw umiejetnosci wykorzystania rachunku rézniczkowego do badania wta-
snosci funkeji.

Zakres tematyczny zajec:
e Podstawowe wtasnosci geometryczne pochodnej.
e Twierdzenie Taylora oraz wzory Taylora i Maclaurina.
e Twierdzenie de I'Hospitala.
Pytania kontrolne:
a) Jaka jest interpretacja geometryczna pochodnej funkeji w punkcie?
b) Jak wyglada wzor Taylora?

c) Jak brzmi twierdzenie de I’'Hospitala.

Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
Europejski Fundusz Spot
Wiedza Edukacja Rozwdj - Polska propestituncusz spotecny
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Zadanie 2.1. Znalez¢ punkt, w ktorym styczna do wykresu funkeji f danej wzorem
f(z) =2* - 32° — 92 + 2,
jest réwnolegta do osi Ox.

Wskazowka: Wykorzystaé zalezno$é miedzy pochodna funkeji w punkcie a wspotezynnikiem
kierunkowym stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie.

Zadanie 2.2. Jaki jest kat miedzy osia Oz a styczna do wykresu funkcji f: R — R danej
wzorem

fle) =
w punkcie o wspoétrzednej x = 1.
Zadanie 2.3. Pod jakim katem przecinaja sie wykresy funkcji f,g: R — R dane wzorami
f(z) =sinz, g(x) = sin(2z)

w punkcie (0,0).

Zadanie 2.4. W jakim punkcie styczna do wykresu funkcji f: R — R danej wzorem
flx) =2 Tz +3

jest rownolegta do prostej y = 3 — 5.

Zadanie 2.5. Wyznaczy¢ przyblizona warto$¢ wyrazenia:

a) /8,9,
b) \/TT
c) %19,

Przykladowe rozwigzania:
a) Niech
flx) =z, x> 0.

Chcemy wyznaczy¢ przyblizona warto$é wyrazenia f(8,9). Wykorzystamy w tym celu przybli-
zenie
f(zo+ Az) =~ f(z0) + f'(20)Az.
W naszym przypadku
o =9, Ax = —0.1.

Europejskie - Polska Europejski Fundusz Spoteczny

Wiedza Edukacja Rozwdj

E Fundusze Rzeczpospolita Unia Europejska
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Poniewaz 1

fl(x) = ﬁ’

to

1 1
—— 0,1 =3—— =2099(4).
29 180 7 (4)

Z drugiej strony, postugujac sie kalkulatorem, widzimy ze

\/8,9=2983...

Zadanie 2.6. O ile w przyblizeniu zwickszy sie objetosé¢ kuli o promieniu 1 m, jezeli jej promieni
zwiekszymy o 1 cm.

FO—0.1) % £(9) = £(9) - 0,1 = VO -

Zadanie 2.7. Sprawdzi¢, ze dla funkcji f: (—2,2) — R danej wzorem

fla) =2 —

spelnione sa zalozenia twierdzenia Lagrange’a oraz wyznaczy¢ warto$é stalej ¢ z tezy tego
twierdzenia.

Rozwiagzanie. Zauwazmy, ze funkcja f jest ciagla i rozniczkowalna dla kazdego = € (—2,2).
Na mocy twierdzenia Lagrange’a wynika stad, ze istnieje ¢ € (—2,2), dla ktorego

f(2) - f(=2)

Poniewaz f'(z) = 1 — 2z, to powyzsza rownosé przyjmuje postac

-2 =4(1 - 20¢),
lub réwnowaznie
8c = 6,
skad
3
c= —.
4

Zadanie 2.8. Wykorzystujac regute de I’'Hospitala, wyznaczyé granice:

e —1 Inx
li c) lim ,
2) 220 sin 3z ) z—0 ctg x
. xctgr —1 1 1
b) glnlg(l) 22 ’ d) }flg%(sinQ:B x2>’

Fundusze
Europejskie
Wiedza Edukacja Rozwdj

Rzeczpospolita Unia Europejska
Polska Europejski Fundusz Spoteczny
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

1— 1
e) lim _—x, h) lim( ° —),
e—11 — sin(7x/2) e—=I\z—1 Inz
. i) lin%arcsin:cctg:c,
e T
ot p j) lirq Inzn(x —1),
g) lim(1 —z)tg =, k) lim 2%

Przykladowe rozwigzania:
b) Zauwazmy najpierw, ze

=1-1=1

lim x ctg x = lim cos x—
z—0 z—0 sin x

Oznacza to, ze granica
. xctgr—1
lim ————
z—0 [L‘Q

jest wyrazeniem nieoznaczonym typu [%}. Poniewaz licznik i mianownik sg funkcjami réznicz-
kowalnymi, mozemy sprobowa¢ uzy¢ reguty de I’'Hospitala (nie mamy jeszcze pewnosci, ze ta
metoda da nam poszukiwany wynik). Mamy

% sinxcosx —x

sin“

(xctgx — 1)  ctgx —

(x2) B 2z -~ 2sin’x
Przy x — 0 jest to ponownie wyrazenie typu [%} , wiec sprobujmy kolejny raz zastosowac regute
de I’'Hospitala. Otrzymujemy

(sinzcosx — x) cos?r —sinx — 1 —2sin® x —sinx

(22 sin® x)’ " 2sin?z + dwsinzcosz | 2sin z(sinz +2z)  sinx + 27

a nastepnie
__sinx 1
X

zgr(l)siﬂ+2_ 3’
xT

—sinx
lim ———
z—0sinx + 2%

co ostatecznie dowodzi, ze
zetgr—1 1

lim ——
z—0 2 3

Zadanie 2.9. Wyznaczy¢ pochodne rzedu n podanych funkcji:
a) f(x) =axe” dlan =25,
b) f(z) =tga dlan =4,
¢) f(z)=ev®dlan =3,

Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
Europejski Fundusz Spot
Wiedza Edukacja Rozwdj - Polska propestituncusz spotecny

14



Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Zadanie 2.10. Napisa¢ wzor Taylora dla funkcji f w punkcie xg z reszta w postaci Lagrange’a
dla podanego n:

a) f(x)=+vrdlaxg=1in=3,
b) flz)=1dlazy=2in=4,

¢) flz)=eM?dlaxzg=0in=3.

Zadanie 2.11. Wyznaczy¢ wartoéé wyrazenia /8,9 z dokladnoscia do 107°.

Rozwiazanie. Niech funkcja f: (0, 400) bedzie dana wzorem

i ogolnie (sprawdzi¢ indukcyjnie!)

§w) = (-1)

Ze wzoru Taylora dla z = 89, zp = 9 i dowolnego n > 1 wynika, ze istnieje taka liczba
c € (8,9;9), dla ktorej

RO RSN AOTHR A AP e U TR L C TR

110 20 \ 10 (n—1)!\ 10 n \ 10

f(8,9) = f(9)

Wystarczy znalezé teraz takie n > 1, ze reszta

spelnia warunek

31 3
3
82 256
a w konsekwencji
1 1 1 1
(3) 4 N -
£ )|3! 103~ 512 103 105
Fundusze . . .
ki Rzeczpospolita Unia Europejska
E VEVTZZZFI:EUJIZ IijaeRozwéj Polska Europejski Fundusz Spoteczny
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Poniewaz funkcja f® jest malejaca na przedziale (8,9;9), to z powyzszej nieréwnosci wynika,
ze
1 1
3) < —
OS50 < 10

dla dowolnego ¢ € (8,9;9). Wartos¢ /8,9 mozna zatem przyblizy¢ z dokladnoscia 107>, znaj-

dujac sume trzech pierwszych sktadnikow we wzorze Taylora. Mamy
1
14
9) = ——=

skad
89~ 3 L1 L1 — 2,98328(703)
A 610 8-27100 '

Wymnik ten mozemy poréwnac z rzeczywistag warto$cig znaleziona na przyktad przy uzyciu kal-

kulatora:
/8,9 = 2,983286 . . .

Zadanie 2.12. Rozwinaé¢ w szereg Maclaurina podane funkcje:

a) f(z) =

b) f(z) = e"sinu,
¢) f(z) = cos?x,
d) flz) =

Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
Europejski Fundusz Spot
Wiedza Edukacja Rozwdj - Polska propestituncusz spotecny
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Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

CWICZENIA 3. Badanie monotonicznoéci i wyznaczanie ekstremoéow
funkcji jednej zmiennej z wykorzystaniem rachunku rézniczkowego.

Cel éwiczen:
Nabycie przez studentéw umiejetnosci wykorzystania rachunku rézniczkowego do badania wta-
snosci funkeji.

Zakres tematyczny zajec:
e Zwiazek pochodnej z zachowaniem sie funkcji.

Pytania kontrolne:

a) Jaki jest zwiazek znaku pochodnej funkcji na danym przedziale z jej monotonicznoscia
na tym przedziale?

b) Kiedy funkcja rozniczkowalna ma w danym punkcie ekstremum lokalne?

c) Jak szukaé¢ najwickszej 1 najmniejszej wartosci funkcji na zadanym przedziale?

Eﬂ?gggjzsekie Rzeczpospolita Unia Europejska
Europejski Fundusz Spot
Wiedza Edukacja Rozwdj - Polska propestituncusz spotecny

17



Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Zadanie 3.1. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci nastepujacych funkeji w ich dziedzinach
naturalnych:

a) f(z) =a*(z —2),
b) fla) = (z— vz,

o) f(@) = 5o

d) f(z) =zlnz,

X

©) fla) ="
f) f(z) = x’e”.

Przykladowe rozwigzania:
b) Dziedzina naturalna Dy funkeji f jest zbior liczb nieujemnych, to znaczy Dy = (0, +00).
Jest to funkcja rézniczkowalna w calej swojej dziedzinie oraz dla x € Dy mamy

1 3z —1

2z

Fi@) = VE+ @ =Dy == va(1+ T = va

Poniewaz dla x > 0 zachodzi \/x > 0 oraz 2z > 0, to
, 1
re€DiNfl(2) >0 <= 32 —-1>0 <= T>g
oraz analogicznie

1
t€DNf(2)<0 <= 2>0A3r—-1<0 < x€0<x<§.

Ostatecznie widzimy, ze funkcja f jest rosnaca na przedziale (371, +00), a malejaca na przedziale

(0,371).

Zadanie 3.2. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji w ich dziedzinach naturalnych

a) f(:L')zQ:B 4322 — 122 4+ 5,
b) f(z) =

c) f(x)=x(r—1)*(x - 2)%
d) f(z) =zlnz,

e) f(z) =z — arctg .

Europejski Fundusz Spoteczn
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Przykladowe rozwigzania:

b) Dziedzing naturalng funkeji f jest zbior R. Jest to funkcja rozniczkowalna w caltej swojej
dziedzinie oraz

f'(z) = 32%™" — 2% = 2% *(3 — 2).

Stad otrzymujemy
f(z) =0 < z=3.

Oznacza to, ze zbior punktow krytycznych funkeji f jest rowny {3}. Ponadto, poniewaz
3—x>0 dla r <3

oraz
3—x <0 dla x>0,

to funkcja f ma maksimum lokalne wlasciwe w punkcie x = 3. Minimum to jest réwne

_ 27
f(3)=27e 3 = =
Jest to jedyne ekstremum lokalne funkcji f.
Zadanie 3.3. Wykazaé ponizsze nieréwnosci:
1
a) v+ — >2dlaz >0,
x
b) € > 1+a dlax #0,
3
c) :B—E<sin$<:vdlax>0,
72
d) :B—?<ln(1+$)<:xdlax>0.
Przykladowe rozwigzania:
a) Zdefiniujmy funkcje f: (0, +00) — R wzorem
fla)=a+-
r) =+ —.
x

Jest to funkcja rézniczkowalna w caltej swojej dziedzinie oraz

1
f/(x)zl—?, x> 0.

Zbiorem punktéw krytycznych funkeji f jest zatem

{x>0:1—1:0}:{x>0:1=1}:{x>0:x2:1}={1}.

2 22
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Poniewaz

f(x) = =

=
to f”(1) = 2 > 0, co oznacza, ze funkcja f ma w punkcie z = 1 minimum lokalne wlasciwe
réwne

f(1) =2.
Wynika stad, ze
flx)>2

dla dowolnego x > 0, a ta nier6wnos¢ jest rownowazna nieréwnosci wyjsciowe;.

Zadanie 3.4. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji f na zadanych przedziatach:
a) f(r) =2 -3r+3, -3/2< 2 <5/2,

b) f(z) =2*Inz, et <z <e,

i,0<x<1,
1+2

d) f(x) =’z —2Inz, e ' <o <t

c) f(x) =arctg

Przykladowe rozwigzania:

a) Funkcja f jest rézniczkowalna w calym rozwazanym przedziale. Jak latwo sprawdzic,
funkcja ta ma dwa punkty krytyczne: xqg = —1 oraz z; = 1. Oznacza to (zwroémy uwage, ze
nie musimy wiedzie¢, czy funkcja f ma w punktach krytycznych ekstrema lokalne), ze funkcja
f moze przyja¢ warto$¢ najmniejsza i najwicksza wytacznie w punktach krytycznych, badz na
koricach przedziatu (—3/2,5/2). Wystarczy teraz obliczy¢

33 89

f(_3/2) :gv f<5/2) :ga f(—l):5, f(l):1

i zauwazy¢, ze najmniejsza wartoscig funkeji jest 1, a najwieksza 88—9.

Zadanie 3.5. Wykaza¢, ze prawdziwe sa nastepujace tozsamosci:

T T dlae > -1,

a) arctgx+arctg1+ 1
T

N | —

1
b) 3arccosz — arccos(3z — 42°) = 7 dla 3 <z <

Wskazéwka: Wystarczy sprawdzié¢, ze podane tozsamosci zachodza dla jednego = oraz wykazac,
ze funkcje wystepujace po lewych stronach obu nieréwnodci sa state.

Zadanie 3.6. Z drutu o dtugosci 80 cm zrobiono szkielet prostopadtoscianu o podstawie kwa-

dratowej. Ktory z prostopadloscianéw ma najwieksza objetosé?

Europejski Fundusz Spoteczn
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Rozwiazanie. Zalozmy, ze dtugosé krawedzi podstawy jest rowna x cm (oczywiscie 0 < z <
10). Poniewaz przy konstrukeji jednej podstawy zuzyto 4x cm drutu, to do zbudowania czterech
wysokosci pozostato 80 — 8z cm drutu. Objeto$é takiego prostopadtoscianu jest zatem réwna

x280;8x = 27(20 — 2x).

Wystarczy teraz znalezé najwieksza wartosé funkeji f: (0,10) — R danej wzorem
f(z) = 2%(20 — 27).
Jest to funkcja rézniczkowalna oraz
f'(z) = 22(20 — 22) — 22 = —62% + 40z = —2x(3x — 20).
Latwo teraz sprawdzi¢, ze funkcja f przyjmuje najwicksza warto$¢ w punkcie x = 23—0. Wynika
stad, ze najwieksza mozliwa objetoscia takiego prostopadltoscianu jest f(20/3).

Zadanie 3.7. Ktory z prostokatoéw o obwodzie 100 cm ma najkrotsza przekatng?

Zadanie 3.8. Prostopadloscienne pudetko majace w podstawie kwadrat, ma mieé¢ objetos¢
2000 cm?3. Material na dno kosztuje 30 zl za cm?, za$ na éciany boczne jest o potowe tanszy.
Jakie powinny by¢ wymiary pudetka, aby koszt zuzytego materiatu byt minimalny?

Zadanie 3.9. Dwa miasta (A i B) leza po dwoch stronach rzeki. Szerokos¢ rzeki jest stata
i wynosi 100 m, a odlegto$¢ miedzy miastami A i B wzdtuz rzeki jest rowna 1 km. Zaltézmy, ze
predkosé poruszania sie po ladzie jest a razy wicksza niz predkosé poruszania sie¢ w wodzie. Pod
jakim katem nalezy przeprawi¢ sie przez rzeke, aby czas podrézy z miasta A do B byl mozliwie
najkrotszy?

Europejskie - Polska Europejski Fundusz Spoteczny
Wiedza Edukacja Rozwdj
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CWICZENIA 4. Obliczanie catek nieoznaczonych z zastosowaniem wy-
branych metod calkowania.

Cel éwiczen:
Nabycie przez studentéw umiejetnosci obliczania wybranych rodzajow catek nieoznaczonych.

Zakres tematyczny zajec:
e Przeglad podstawowych metod catkowania.
Pytania kontrolne:
a) Jak wyglada wzor na catkowanie przez podstawienie?

b) Jak wyglada wzor na catkowanie przez czesci?

Europejskie - Polska Europejski Fundusz Spoteczny

Wiedza Edukacja Rozwdj
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Zadanie 4.1. Wykorzystujac podstawowe wzory na calki funkcji elementarnych, wyznaczy¢:

a) /($3+3x2+5x+1)dx,
b) /(ex+;+\/§>dx,

2
c) /1+x2d:1:,

d) /<x3/2 +Va® — Vi) da.

Przykladowe rozwigzania:
b) Poniewaz

2
/ewdrzeWC, /x‘ldlenlxl +C, /xl/de: §$3/2+C,

to

1 2
/(e‘”—l—+\/E)dx:ex+ln|x]+3v:c3+0.
T

Zadanie 4.2. Wykorzystujac wzor na catkowanie przez podstawienie, wyznaczy¢:

) COS X J ) 1 q
a ——du, ———dz,
Vsin? x & / et e *

Inz

1
c) /tg3xd:c, i) /7&1},
/1 —Inz
: VT
——duz,
) /(‘/ﬁ+1
e) /H@dx, 1—x
11—z k) 1+\/§dx,
2
x
f) /?)\g,/x—”dxa 1) /\/1+\/§dx.

Przykladowe rozwigzania:

a) Mamy
COS T sinx =y 1
Vo= |eosrar —ay) =) Y
s~ x COs T Ax Yy Y
5 o, .
_ /y—z/s dy = —§y3/5 O = _§<Sm 253 1 .
Fundusze . . .

ki Rzeczpospolita Unia Europejska
E VEVTZZZF;EL{IZ IijaeRozwéj - Polska Europejski Fundusz Spoteczny

23



Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

h) Mamy
x\/1—|—21nx N —dx—dy VT 2y Y
142y =2
o z—l /z—l B
2dy—dz

:i[/ﬁdz_/zmdz] _

3/2

(=) \

f+0— \/ (14 2y)3
\/ (1+2Inz)3

\/1+2y+C’:
\/1+21nx+C’.

Zadanie 4.3. Wykorzystujac wzor na catkowanie przez czesci, wyznaczy¢:

a) /xsinxdx,

f) /e_% cos (3x) d,

Przykladowe rozwigzania:
d) Mamy

g) / arctg x dx,

h) /xarcsin:r;dx,
i) /\/4—x2dx,

j) /sin (Inx) dex,

1
k) /7d1‘
zy/1—1In%z

1 ! 1 1
/x2 In?zdx = /<3x3) In®zdx = gxg In?z — g/x3(1n2 x) de =

31..2

= —x’In"x —
3
1

= —22In®x —

3
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Ostatnia catke obliczamy, ponownie wykorzystujac wzor na catkowanie przez czescei:

/xQIH(CL')diL‘— /(1x3>/lna:dx— }x?’lnx— 1/x31dx—
-/ \3 B 37 2

1 1 1 1
= gm?’lnx — g/xzdx = §x3ln$ - §$3 + C.
Ostatecznie ) 5 5
/x2ln2xdx = gsc?’ana: — §az3lnx — 2—73:3 + C.
g) Mamy
/arctgazdm = /(x)’arctga:d:r =rxarctgr — / . f$2 dx.

Ostatnig catke obliczamy, wykorzystujac wzor na catkowanie przez podstawienie:

T 1+22=y 171
dz = :f/fdy:
1+ 2?2 2rdx =dy 2.y

1 1 1
:§ln|y]+C’:51n\1+x2]+0:§1n(1+x2)+0.

Ostatecznie |
/arctgxdx = rarctgr — iln(l +2%) + C.

Zadanie 4.4. Wyznaczy¢ calki z funkcji wymiernych:

1 x3 —4
- d ,
a)/x2+2m+5 o h)/x3+4xdx’
6x —
/ dz xt
302 — 7x 1 n i / de,
) (22 =1)(z+2)
4z — 5
c) ——dx,
222 — 5r +3 ,)/x3—2x2+4d
d xr—5 d ) x3(r —2)? “
) 1
k / dz,
e) /1 dz, ) (x+1)2(22 + 1)
—6x+5
O s " e re ™
x° + 2 1
g) /md% m) /$3+1daj.
Fundusze . . .
el Rzeczpospolita Unia Europejska
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Przykladowe rozwigzania:
a) Zauwazmy, ze
2 +22+5=(z+1)* +4.

Wykorzystujac wzor na catkowanie przez podstawienie, otrzymujemy
1 1 r+1=
[ do= [ e - Y=
x24+2x+5 (x+1)2+4 dz =dy

= ay—| V=% —2 dz =
T dy:2dz “ ) a2

2/z2—|—1 z = —arctgz—i—C’—

z+1
2

1
§arctg + C = —arctg + C.

2 2
b) Zauwazmy, ze
(32% = T+ 11) =62 — T,
a w konsekwencji
6xr — 7 Jr° —Tex+11=y 1
=/ -dy=1 C =1n(32> — 7o + 11) + C.
/33:2 Tr+ 11 (6x—7)d:p—dy] /y y =Inly| + n(3z r+11) +

Zwroémy uwage, ze trojmian kwadratowy wewnatrz funkcji logarytm jest Scisle dodatni, wiec
warto$é¢ bezwzgledna mogta zosta¢ opuszczona.
d) W tej calce wykorzystamy podejscie z przyktadow a) i b). Zauwazmy, ze

(22 =2z +2) =22 —2

oraz .

Mozemy zatem rozbi¢ catke na dwa sktadniki

xr—>5 1(2z - 2) 2x — 1
[ NP L et e P T Y R
x?2—2x+2 x?2—2x+2 ) x2—2x+2 x?2—2x+2
Pierwsza z tych catek obliczamy tak jak w przyktadzie b), otrzymujac
20 — 2 9
a druga tak jak w przykladzie a), otrzymujac (w odr6znieniu od przyktadu a), w ponizszym
rachunku wykonamy tylko jedno podstawienie, co troche przyspieszy obliczenia)

x—1:\/§
/xz_zlxwdx:/@_f)?zdx:[ dx_\/‘zy]:
_\/—/22+2 \/_/y +1

1 1 rx—1
arctgy + C = — arctg —— + C.
gy \/5 g

V2
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e) Zauwazmy, ze
> — 6z +5=(z—1)(z—5).
Rozktadajac funkcje wymierng
1
2 —6x+5
na utamki proste, otrzymujemy

L -

x2—6x+5:x—1 x

a w konsekwencji

1 1 1 1 1
——dz=— | ——d 7/ dr =
/x2—6x+5 o 4 -1 x—i—4 z—5 .

1 1 1 -5
:—4ln]$—1|+4ln]az—5]~l—C:4ln‘x

r—1

e

Zadanie 4.5. Wykorzystujac podstawienie Eulera, wyznaczy¢:

1 dr — 1
-y d d
2) /\/3—932 “ ) | e

b) / L4 z?
\/433—.7/'2 e) / /—9—{—,%'2 dI,
1
) | AR

Zadanie 4.6. Wyznaczy¢ catki zawierajace funkcje trygonometryczne:

a) /sinxsin(?)x)dac, g)/ 1 dz,

sinx

b) /cos (4x) cos (Tx) dx, h) / 1 4
x?
cos T
c) /cos (2x) sin (4z) dz, sind 2
i) - dz,
7
d) /tgxda:, cosTt
1
j ——dx,
e) /SiHQ.CEd.CE, ) /4—5sinm
9 1
f) /COS Ide’7 k) /mdl’
Fundusze . . .
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Przykladowe rozwigzania:
j) Wykorzystujac uniwersalne podstawienie trygonometryczne, otrzymujemy

_t g_ -
g2—y
/1dx: sinx = 2y2 —
4 —5sinz I+y
2
dr = d
L . 1+ 42 y_
2 1
_ 1+y? dy =2 1+y? dy =
T a5 YT arar—ioy WY
Ty Tt
1
Sy,
2y% — 5y + 2

Ostatnig catke obliczamy tak jak catke z funkcji wymierne;j.

Europejskie - Polska Europejski Fundusz Spoteczny
Wiedza Edukacja Rozwdj

28

E Fundusze Rzeczpospolita Unia Europejska




Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

CWICZENIA 5. Obliczanie i zastosowanie calek oznaczonych i niewta-
Sciwych.

Cel éwiczen:
Nabycie przez studentéw umiejetnosci obliczania wybranych rodzajow calek oznaczonych i nie-
wtasciwych.

Zakres tematyczny zajec:
e Obliczanie catek oznaczonych i niewtasciwych.
e Wiasnosci geometryczne catek oznaczonych.
Pytania kontrolne:
a) Jaki jest zwiazek miedzy catka oznaczona a nieoznaczong?

b) Czym sie rozni catka niewtasciwa od catki oznaczonej?

Eﬂ?gggjzsekie Rzeczpospolita Unia Europejska [
Europejski Fundusz Spot L
Wiedza Edukacja Rozwoéj - Polska Uropejski Fundusz spoteczny G
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Zadanie 5.1. Obliczy¢ nastepujace calki oznaczone

o [

1
dz, g) / rarctg z dz,
x? 0
b) /1 e® dx h) / sin ze“** dux,
0o 1+ex 77 0
-2 1 ~ [¢Inz
I | 1)/ ——dx,
°) /_3 22+ 2x+1 o N

4
d)(/ V2% 1 9dz,
0

j) / 23sin x du,
0
e)/ sin®z dz,

2 ox
K t/ & Az,
- ) 1 22 o
3 sinz U
f 1/3 d
) 0 Jcosx o

1) /le sin(ln z) dz.

Przykladowe rozwigzania:

b) Wyznaczmy najpierw catke nieoznaczona:

/ e do — e =y :/ 1
1+ e2

dy = arctgy + C = arctge® + C.
e’dr = dy 1442 Y &Y &

Wykorzystujac zwiazek miedzy caltka oznaczong a nieoznaczona, otrzymujemy

1 e* d e 7r
xr = arctge —arctge —arctgl = arctge — —.
/0 11 o2 g . g g g

4
d) Mamy

4 4 249=
/ PV +9de = | z-2 V22 +9dr = § Y
0 0 2vdr = dy

1 /25 1 /25 32 12
=§A @—%¢%m=§é(y — 9y /%) dy =

1 5925 25 30

_ Z.5/2|"7 _a,3/2 —_r4d_ 2 _9.53 4 _
= L 3y % 5 -5 3543
1412

===

Zwroémy uwage, ze w powyzszych obliczeniach nie wyznaczaliémy najpierw calki nieoznaczonej,

tylko skorzystaliSmy ze wzoru na catkowanie przez podstawienie w calce oznaczonej. Nalezy przy
tym tylko pamietac, aby przy wykonywaniu podstawienia zmieni¢ granice catkowania.
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Zadanie 5.2. Obliczy¢ nastepujace catki niewlasciwe lub pokazaé, ze sa one rozbiezne:

0 +oo 1
a)/ L, h)/ dz,
2

_1 a2 rlnx
11 too ]
= ' - 4
b) /0 \/de’ Y /2 g
+oo In ¢ . /+001d
C>/1 — 9% V) mrmisW
+00 1 1 1
K / da,
d) /7r 2x—1dx’ ) o (1+a?)arctgze o
1 0 1
dz, 1 / S )
e)/ol—x * ) 232245z 2"
12 1 +00
f)/ dz, m)/ ze " dz,
0o xlnz 1
12 1 +00 1
. —dx.
) /0 xln%cdx’ n) Loo 2ot

Przykladowe rozwigzania:
a) Funkcja podcatkowa jest funkcja ciagta w przedziale (—1,0), natomiast jest nieograni-
czona w otoczeniu punktu xz = 0. Z definicji catki nieoznaczonej mamy

01 c 1 1
/ —dz = lim —dz = lim (—)
1 22 c—0—J_1 22 c—0~ r/)l-1

. 1 1
() e
c—0~ cC 00—

01
=1
jest rozbiezna do +o0.
i) Funkcja podcatkowa jest ciagta i ograniczona w przedziale (2, 4+00), wiec z definicji catki
nieoznaczonej

C

zatem calka

1 ¢ 1 nz=y

+oo
/ 5—dr = lim s—dr = |1
2 zln“z c—+oo Jo xIn®x —dr=dy
x

Cc

c 1 1
= lim —dy = lim (—)
c—+0 JIn2 y2 c—+00 Yy

. (1 1) 1
= lim (- — -] = -.
c—>+0\2 ¢ 2

2

Fundusze . . .
ki Rzeczpospolita Unia Europejska
E Europejskie - Polskap P Europejski Fundusz Spoteczny

Wiedza Edukacja Rozwdj

31



Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Zadanie 5.3. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi. Przed obliczeniami wykonaé
rysunek i zapia¢ wyznaczony obszar w postaci zbioru punktow.

a) y=2r—2°, x+y=0,

b) y:sinx,y:cosxdla0<x<g,
C) y:$7y:3$7$+y—4;
d) y=2° 2 —u,y=n,
e) y=Inz, o=e¢' z=ce y=0,
f) y=lv -2,y =,
x? x?
g) y=45.y=y=4daz>0,
T
h) y:arctgx,le,y:§,x:0,
. 4
1) y:2x+27y:7ay:\/5_17$:0a
x
2
x
y=a’y=7,y="2

Przyktadowe rozwigzania:
b) Nalezy najpierw wyznaczy¢ punkty przeciecia krzywych

y =2 — 12, r+y=0.

Druga krzywa jest prosta o rownaniu
Yy=—x,

wiec aby znalezé¢ wspotrzedne x punktéow przeciecia musimy rozwigzaé réwnanie kwadratowe

o0 — 12 = —1.
Jest ono rownowazne rownaniu
3z —a? =0,
lub
z(3—x)=0.

Oznacza to, ze punktami przeciecia sa punkty (0,0) oraz (3, —3). Narysujmy teraz rozwazany
obszar.

Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
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Mamy
P={(r,y) eR*: 0<2<3, —v<y<2zr— 2}

wiec z interpretacji geometrycznej catki oznaczonej otrzymujemy

|P|:/(2x—x—(—:c))dxz/(3x—x)dx:——9=—.
0 0 2 2
j) Narysujmy rozwazany obszar.
Fundusze . H :
o Rzeczpospolita Unia Europejska
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Pole tego obszaru jest réwne sumie pol obszaru zaznaczonego na niebiesko (P;) oraz obszaru
zaznaczonego na czerwono (FPy). Obszary te mozna zapisa¢ nastepujaco

PlZ{(x,y)GRz 0<z<2, x2<y<;g2},
IQ
Pzz{(x,y)eR2:2<x<4, 2<y<2:1;}.

Wykorzystujac interpretacje geometryczna calki oznaczonej, mamy

2

2 x 1 2 4
= 2—— = — 2 = —
|R*‘A<x 2)dx 2Z;xdx 3

1 22 56 16
P:/Q—Hfdzu——:—.
el = < T ) v 6 6

oraz

Suma tych dwoch pol jest rowna

4 16
P+ P ==+ =4
|P1| + | P 3+ 6

Zadanie 5.4. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = e*, styczna do tej krzywej w
punkcie x = 1 i prosta z = —2.

Eﬂrr‘ggéjzs?(i R Rzeczpospolita Unia Europejska
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Zadanie 5.5. Obliczy¢ dtugosci podanych krzywych:

~1 1
=In(l-2%), — <z< =,
a) y=I(l-2%), -~ <z <5
e 4+1 1
b) y=1 S <<,
Jy=lG—g 3s2s
1
c) y:\/l—x2,0<x<§.

Przykladowe rozwigzania:
b) Ze wzoru na dtugosé¢ krzywej wynika, ze poszukiwana dlugosé L dana jest catka

1 T 2
I— J1+[One+1)1dm
1/2 et —1

<1 e’ + 1)’ e’ —1 e"(e*—1)— (e +1)e” —2¢”
n _— . g
e” — 1 e + 1 (e* —1)2 e — 1’

Mamy

a w konsekwencji

1+ [(1 ex+1>/‘|2 (e2x_1)2+4e2x e4z+262x+1 <e2x+1>2
n = = .

or _ (e2r — 1) = (e2r —1)? o2 _ |

Poniewaz wyrazenie
e2:): + 1
e?r —1

jest dodatnie dla kazdego x € R, to

|

I —
12 e2* — 1

dzx.

Poszukiwang calke sprowadzimy przez odpowiednie podstawienie do calki z funkcji wymiernej.
Mamy

[e* — 1=y
2
L /l e?x+1d 2e _y+1 1 e2_1y+2 1 d
= T = T qy — =_ Z  — dx.
12 e*® — 1 2e™ dz = dy ) 2 Je—1 y y+1
de = ———
L 2(y+1) |

Funkcje podcatkowa rozkladamy na utamki proste

y+2 2 1

yly+1) vy y+1

Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
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co implikuje, ze

-1y 19 1 -1/9 1
e—1 Yy Y+ 1 e—1 Yy Y+ 1

21 21
:2111e —lnez+lne:2lne —1=
e—1 e—1
=2In(e+1)—1.
Ostatecznie )
Lzln(e+1)—§.

Zadanie 5.6. Obliczy¢ objeto$é¢ bryl powstalych z obrotu nastepujacych krzywych dookota
osi Ox:

a) y=a2ver dla0 <z <1,

b) y=lnzdlal <z <e,

1
c) y=+varctgr dla0 <z < 2
d) y=sinzdla0 <z <,
s
e)y:tgazdla0<x<z,
f) ! dao<z<1
=——dlal0<z <1,
Y Vv1—z?
1
= ——dla0 <.

)y T

Przykladowe rozwigzania:
b) Wykorzystujac wzor na objetos¢ bryt obrotowych, szukana wielkosé jest réwna

(S
V=mn / In? 2 dz.
1
Catke te obliczymy przy pomocy wzoru na catkowanie przez czedci, mianowicie

/ ln2:cda::/ (z) In*xdr =
1 1
= xanx‘j — / r(In®z) dr =

1

:e—2/elnxdx.
1

Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
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Ostatnia catke wyznaczamy, ponownie wykorzystujac wzor na catkowanie przez czesci,

/elnxdx = /e(x)’lnxdm =
1 1
- /ex(lnx)’dx =
1N

:e—/odx:e—(e—l)zl.
1

e
=xzlnz

Ostatecznie
V=mn(e—2).

e) Ze wzoru na objetos¢ bryt obrotowych szukana wielkosé réwna

w/4
V= 7r/ tg? x d.
0

Zauwazmy, ze

Wynika stad, ze
w/4 2 2

0 4 4

/4 1
V:W/ ( —1>dx:7rtgx
0

cos? x

Zadanie 5.7. Wyprowadzi¢ wzory na objeto$¢ oraz pole powierzchni obrotowe;j
a) walca o promieniu podstawy r i wysokosci h,

b) kuli o promieniu 7.

Zadanie 5.8. Obliczy¢ pole powierzchni powstalej z obrotu dookota osi Ox krzywych:
a) y=223dla0 <z <1,

b) y=+vr+2dal<z<2.

Przykladowe rozwigzania:
a) Szukane pole dane jest wzorem

S=2r /01 224 /1 4 [(223)']? du.

Poniewaz
(22%) = 622,
Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
Europejski Fundusz Spot
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to

1
S = 47/ V1 + 360 da =
0

14362 =y w37
_ _ T dy —
l36x3dx:dy] 18/1 Vi dy
T2 3/237
BECE
T
_ 3 _
_27(\/37 1).

Zadanie 5.9. Zbadacé zbiezno$é¢ szeregdéw, wykorzystujac kryterium catkowe zbieznosci szere-
gow.

+oo 1
2) nzzjan—l—l’
™ nn
b
“+oo 1
) ngznlnn’
+oo 1
d ;
>nz::2nln2n
+oo 1
) nz:;)nlnn-lnlnn’
> 1 n+1
f —1 .
);::2\/5 T

Przykladowe rozwigzania:
b) Zastosujemy kryterium catkowe dla funkcji f danej wzorem

B Inz

flz) = 5

T

T = 2.

Poniewaz
Inz >0

dla dowolnego = > 2, to funkcja f jest nieujemna. Musimy jeszcze sprawdzié, ze na przedziale
(2,400) jest ona nierosngca. Aby to zrobié¢, policzymy pochodna funkeji f:

122 —2zxlnz  2(1—2Inz)

/ x
fl(x) = = .
( ) ZL'4 1;4
Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
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Widzimy zatem, ze znak pochodnej (dla = > 2) zalezy wylacznie od znaku wyrazenia
1—2Inz=1-Ina?
Jednak funkcja logarytm jest Scisle rosnaca, wiec
l-In2?<1-In2°<1—Ilne=0
dla dowolnego = > 2. Oznacza to, ze

f'(z) <0, T

V
)

wiec funkcja f jest malejaca.
Zatozenia kryterium catkowego sa spelnione, wiec

flnl ~ /+Oo lnxdx.
2

2 2
n—ro N i

Zauwazmy, ze

Inx=y
+o0 lna; +o0 1 lnx — oY
2 1
—dx =dy
+o0 +oo
= g dy = / ye_y dy =
n2 €Y In2
+oo /
= —e_y d =
/ln2 y( ) y
+o0 +00
=—ye ¥+ e Vdy =
In2 In2
“+00 —+00
= —ye ¥ _ eV
In2 In2

Musimy teraz sprawdzi¢, czy to wyrazenie jest skoniczone. Mamy

—+o0
—Inv2— lim ce

In2 €—+00

Ostatnia granice mozemy policzy¢, wykorzystujac twierdzenie de I’'Hospitala:

lim (€) = lim i = {1] =0,

c—too (e¢)! emtoo ¢ +o00
wiec
lim ce ™€ =0.
c——+o0
Ponadto
+o00o 1
e Y =—— lim e °“=0.

m2 2 emteo

Europejski Fundusz Spoteczn
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Oznacza to, ze calka

+oo |
/ 11295 dx
2 x

jest zbiezna, co implikuje zbieznosé¢ szeregu liczbowego

Uwaga. Pamietajmy, ze zbieznos¢ szeregu nie zalezy od wartosci dowolnie wielu wyrazow
poczatkowych, wiec aby stosowaé kryterium catkowe wystarczy, aby funkcja f byla nierosnaca
od pewnego miejsca.

f) Podobnie jak w przyktadzie b) ktadziemy

1 z+1
=—In— > 2
f@) ==y, @
Mamy
1 —1+42
T+ ::L‘ + =14+ >1, $>27
rz—1 r—1 rz—1

co powoduje, ze funkcja f jest dodatnia dla x > 2. Ponadto

1 lex—lz—1—(z+1)
) = —p=3/2] T+ L
J(@) v nx—1+xa:+1 (x —1)?
_x_3/21n3:+1 B 2

r—1 z(z+1)(xz—-1)

a oba skladniki po prawej stronie sa ujemne (dlaczego?), wiec
f'(z) <0, x> 2.

Przystepujemy zatem do badania zbieznosci catki niewtasciwej

+too ] z+1
/ —1In dzx.
2 Jr x-—1

Mamy

+oo ] z+1 T = 2 _/+°° y2—|—1

) dz =
2 \/En:c—l v 1 Va2 —1

—dxr =dy
\/_

+oo —1 2 +oo 2
—/ Y o1t :/ In dy.
y?—1 V2 y?—1
Ostatniej calki nie wyznaczymy w sposéb jawny, ale pokazemy, ze jest zbiezna. Z nieréwnosci

z zadania 3.3 d) wynika, ze
In{1+ & < 2
n
y—1) -1

Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
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dla dowolnego y > /2 (to gwarantuje tez, ze y*> — 1 > 0). Jednoczesnie, poniewaz

2
Y 2
> -=1 > V2
2 2 ) y/\/_>

\

to
2 _ 2
-1 22

Laczac te nieréwnosci, otrzymujemy

too ] 1 oo 4 1
/ —lnx+ da:</ —dy =4(—-—
2 Jr x—1 N Y

Pokazalismy, ze catka

-4
+oo V2

7

Foo 4 1 4
:[ ’ ]:

2 Jr x—1

jest zbiezna, wiec na mocy kryterium calkowego réwniez szereg

=1, n+1
> —n
n—29 \/ﬁ n—1
jest zbiezny.
E:]Jrr‘gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
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CWICZENIA 6. Kolokwium 1.

Cel ¢éwiczen:
Sprawdzenie wiadomosci studentéw dotyczacych zagadnien z rachunku rézniczkowego i catko-
wego.

Zakres tematyczny zajec:

e Material z ¢wiczent od 1 do 5.

** %

Eﬂ:_‘g”g.zsekie Rzeczpospolita Unia Europejska [
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CWICZENIA 7. Zamiana postaci liczby zespolonej. Dzialania na licz-
bach zespolonych.

Cel éwiczen:
Nabycie przez studentéw umiejetnosci postugiwania sie liczbami zespolonymi.

Zakres tematyczny zajec:
e Drziatania na liczbach zespolonych.
e Zamiana postaci liczby zespolonej.
e Rozwiagzywanie rownan w liczbach zespolonych.
e Wyznaczanie pierwiastkow z liczb zespolonych.
Pytania kontrolne:
a) Jak wygladaja podstawowe dziatania w zbiorze liczb zespolonych?
b) Jak mozna interpretowac liczby zespolone jako punkty na plaszczyznie?
d

)
)

c) Jakie sa rozne postaci liczb zespolonych?
)

Jak wyglada wzor de Moivre’a?

Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
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Zadanie 7.1. Przedstawi¢ w postaci algebraicznej liczby zespolone
a) (241)(3—14) + (24 3¢)(3 + 4i),
b) (5+4+3i)(4+1i)— (3+1)(3—1),
(54 14)(7 — 617)
3+1
Q) (2+ z)(4.+ i)
141
e) (3+14)°+ (3—1)°,
(141)°
(1—1i)*

c)

Y

I

f)

g) i", gdzie n jest liczba catkowita,

h) Re((1 —i)%+ (2+z’)2>,

(1+14)2+3i
4 -2
i) Im< Z)
1+ 3i

Przykladowe rozwigzania:
a) Mamy

(24+4)3—i)+(2+3))(3+4i)=6—-2+3i —i*=6+i—1=>5+1.

¢) Mamy
(54i)(7—6i) 35—30i+7i—6i> 41 —23i
341 N 341 3440
C41-23i 3—i
344 3—i
123 — 23 — 69i — 414 — 1104
_ 1232369 —41i _ 100 1102210_1”'
32 + 12 10

Zadanie 7.2. Niech z = x 4 iy dla pewnych x,y € R. Wyznaczy¢, w terminach x i y, wartosci
wyrazen

Eﬂ?gug'zsekie Rzeczpospolita Unia Europejska
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).

Przykladowe rozwigzania:
a) Mamy

1 1 1 r—iy  x—1iy T 1y

: w4iy ztiy v—dy 22+y2 2 +y? a2+ gyl

1
Re() - )
z x2 + 92

Zadanie 7.3. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb zespolonych z; i z5 zachodzi réwnosé

skad

Re(z1 : 22) = Re(él . 52).

Zadanie 7.4. Wykaza¢, ze dla dowolnej liczby zespolonej z spelniajacej |z| = 1, mamy

1
zZ=-.
z

Rozwigzanie. Dla pewnych z,y € R zachodzi réwnosé z = x + iy. Poniewaz |z| = 1, to
L=[2]* =2 + ¢

wiec

1 1 1 r—iy  x—iy
z

= = = =xr—iy=2Zz.
x4y xr+iy r—iy x4 y? Y

Zadanie 7.5. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby zespolonej z # —1, mamy

Imz=0 — m(z_1>:
+

Rozwigzanie. Zapiszmy 2z = = + 1y dla odpowiednich z,y € R i zauwazmy, ze

z—1 -1+ x—1+iy z+1—1iy
z4+1 w+1l4dy a+l4iy o+1—idy
=1+ e+ Dy — (@ —Dyli 2 —1+y* +2yi

(x4+1)2+y? (x+ 1) + y2
Fundusze . . .
ki Rzeczpospolita Unia Europejska
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Wiemy zatem, ze

(z—l) 2y
Im = ,
z+1 (z+1)2+y?

co powoduje, ze

—1
Im(Z )z() — y=0 = Imz =0,
z+1

co nalezato wykazac.

Zadanie 7.6. Rozwiaza¢ w liczbach zespolonych réwnania kwadratowe:

a Z

b) 22 —z+1=0,

d

)
)

c) 22 =5z +4+10i =0,
) 22+(22—|—7)z+6+32—0
) =

e —(1+i)z+6+3i=0.

Przykladowe rozwigzania:

b) Réownania takie rozwiazujemy identycznie jak rownania kwadratowe dla zmiennej rzeczy-
wistej, ale w przypadku, gdy wyroznik A tréjmianu kwadratowego bedzie ujemny, to wyzna-
czamy jeden z zespolonych pierwiastkow kwadratowych z A i traktujemy jak vA.

Mamy

A=1—-4=-3.
Poniewaz

(V3i)? =

to we wzorach na pierwiastki rownania kwadratowego przyjmujemy
VA = V3.

Otrzymujemy wtedy

1+ +/3i 1—/3i
21 = =, Zg = ————.
2 2
Uwaga. W przypadku ujemnej A zawsze beda istniaty dwie liczby (rézniace sie tylko znakiem),
ktore podniesione do kwadratu dadza A. Za pierwiastek z A mozemy wtedy przyjaé¢ dowolng

7 nich.

Zadanie 7.7. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej i wyktadniczej liczby zespolone

a) V341,
b) —3,
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c) —2i,
d) 1471,
e) V2 — \/62',

—

1—(2+V3)i,
—1—/3i,
24+ V3 +1,

cos « — 1sin ¢,

a3

\_/\_/E\_/\_/\_/\_/\_/

—e

j) sina +icosa,
1+t

y Ltitga
1—itga

Przykladowe rozwigzania:

a) Mamy
V3+il=VV3 +12=Vi=2,

\/§+i:2<\é§+;i> = 2(cos ¢ + isin @)

wiec

dla pewnego kata ¢ € (0,27). Zachodza zatem réwnosci

cos ¢ = @,
sing = =
Na tej podstawie wiemy, ze kat ¢ lezy w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych i jest réwny
z T
= arctg % = arctg —= = —.
¢ g s &5 6

Ostatecznie mozemy napisaé

\/§+i:2 cosz—i-isinz .
6 6

Roéwnowaznie mozemy zapisac liczbe w postaci wyktadniej

V34 =26,
f) Mamy
11— 2+ V3| =1+ @2+ V3)? =8 +4v3 =22+ 3,
Fundusze . .
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wiec

1—(2+V3)i=2y2++V3 ! V2
2+ i (2\/2+\/§

dla pewnego kata ¢. Szukamy wiec takiego ¢, ze

no |+
=

z) =2 2+\/§(cos¢+isinq§)

1

24+/3
2

COS @ =
¢ 2

+
1S

sing = —

[\

Poniewaz wartosé¢ funkcji kosinus jest dodatnia, a wartos¢ funkeji sinus ujemna, to kat ten musi
by¢ z czwartej ¢wiartki uktadu wspotrzednych. Zauwazmy tez, ze

_ _ V3
4(2+V3) 4 2
_ 1+ cos 2L _ OS25£
2 12
Otrzymujemy stad
cos 6] = cos 2
cos ¢| = cos —
127
co implikuje
5% 5%
= — lub = ——.
2 12
Wiemy jednak, ze kat ¢ lezy w czwartej ¢wiartce (sin ¢ ma warto$¢ ujemna), wiec ostatecznie
5%
AT

1 mozemy zapisac
5 )
1—(2+V3)i=2V2+ \/§<COS(—172T> + isin<—172r)>.

Jezeli zalezy nam na tym, aby wyznaczy¢ argument glowny (czyli kat ¢ z przedziatu (0, 27))
liczby 1 — (2 + \/3)2, to wystarczy skorzystaé¢ z okresowosci funkcji sinus i kosinus:

1—(2+V3)i= 2\/m(cos(—5ﬂ> +isin<—57r)> =

12 12

i ol ) o )
— Qm(cos(lgﬂ) + z’sin<197T)>.

12 12

Zadanie 7.8. Przedstawi¢ w postaci algebraicznej liczby

a) (1+i)100,
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b) (~2+20)°,
¢) (1+iV3)"™,

Q) <\/§+z’>3°7

1—i
/31 24

L v3 L
e)(+2+21 ,

f) (2 —V3+i)2

Przykladowe rozwigzania:
a) Zapisujac liczbe zespolona 1 + i w postaci trygonometrycznej, otrzymujemy

1+ = \/§<COS7T +z’sin7r).
4 4
Na mocy wzoru de Moivre’a dostajemy zatem

100 100
(1414)%° = \/5100 (cos 47r + isin 47T) =

= 2%(cos 257 + i sin 257) = 2% =

= 2%cos 7 +isinT) = 2°.

Zadanie 7.9. Wykorzystujac wzoér de Moivre’a, wyrazi¢ w postaci wielomianéw zaleznych od
sinz i cos x funkcje:

a) cos (3x),

o

sin (
in (

) dz),
c) sin (5z)
)

Y

d) cos (5x).

Przykladowe rozwigzania:
a) Niech
Z=cosT +isin.

Wtedy, na mocy wzoru de Moivre’a, otrzymujemy
23 = cos(3x) + i sin(3z).

7, drugiej strony

23 = (cosz +isinx)

= cos®x — 3cosxsin’® x +i<3cos

3 3

=cos®x +i3cos’zsinz — 3coszsin?z — isin®x =

2 rsinz — sin® )

Europejskie - Polska Europejski Fundusz Spoteczny
Wiedza Edukacja Rozwdj
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Poréwnujac czesci rzeczywiste prawych stron, dostajemy

3

cos(3z) = cos®  — 3 cos xsin® x.

Zadanie 7.10. Wyrazi¢ za pomoca funkeji sinus i kosinus (w pierwszej potedze) argumentu
bedacego catkowita wielokrotnosciag x funkcje:

a) sin’z,

b

) cos?x,
c) sin’z,
d) cos®

COS™ T.

Wskazéwka: Wiemy, ze
e = cos ¢ + isin ¢.

Dodatkowo
e = cos ¢ — isin ¢.
Odejmujac od pierwszej rownosci druga, otrzymujemy
e’ — e = 2isin ¢,
czyli
21
Wystarczy teraz podnie$é te réwnosé stronami do odpowiedniej potegi i po prawej stronie
skorzysta¢ ze wzoru de Moivre’a.

sin ¢ =

Zadanie 7.11. Naszkicowac¢ na ptaszczyznie zespolonej zbiory

a) {z € C: Im[(1+ 2i)z — 3i] <0},

c) {zeC: |z—1+2i| > 1},

)

b) {z € C: |z4+2—1i] =2},

)

d) {zeC: |(1+1)z—2| <4},

z+3
z— 21

f) {zeC: Re(z+1)<0 A |i— 2z <3},

e) {zeC: > 1},

g) {z€C: 2> +4| < |z —2i|},

s 2m
h) {zeC: = <argz < —},
6 3
Fundusze . . .
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i) {zeC: g < arg (2*) < 7w},

j) {z€C: arg (2) = 2%},
k) {z € C: Re(z?) >0},
1) {zeC: Im=z° <0}.

Przykladowe rozwigzania:
a) Mamy
Im[(1 + 2i)z — 3i] = Im[(1 + 2i)z] — Im(37) = Im 2z + Im(2i2) — Im(37) =
=Imz+2Im(iz) — 3.
Jak tatwo sprawdzi¢,
Im(iz) = Rez,
wiec
Im[(1 +2i)z — 3i] =Imz+2Rez — 3.

Jezeli zapiszemy teraz
z =T+,
to
{z€C: Im[(1+2i)z —3i] <0} = {(z,y) € R*: 2x +y — 3 < 0}.

Poszukiwanym zbiorem jest zatem polplaszczyzna zdefiniowana przez nier6wnosé

y<3-—2x.

Y

\4
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¢) W zadaniu tym wykorzystamy informacje, ze dla liczb zespolonych z i w wielkosé
|2 — w

jest odlegloscia miedzy tymi liczbami (traktowanymi jako elementy plaszczyzny zespolonej).
Mamy

{zeC:|lz—1+42i| > 1} ={|]z— (1 — 29)| > 1},
wiec w rozwazanym zbiorze znajduja sie liczby zespolone, ktorych odleglo$é na plaszezyznie

zespolonej od liczby 1 — 2i jest wieksza lub rowna 1. Jest to zatem zewnetrze kota o srodku
w punkcie 1 — 2¢ i promieniu 1.

k) Zapiszmy liczbe zespolona z w postaci trygonometrycznej
z = |z|(cos ¢ + isin@).
Wtedy
2* = |2|*(cos 2¢ + i sin 2¢).
Wynika stad, ze
Re(2?) = |2|* cos 2¢,

a w konsekwencji

Re(2%) > 0 — cos2¢ > 0.
Fundusze . . .
icki Rzeczpospolita Unia Europejska
E 5222253; ':jlaeRozwéj - Polska Europejski Fundusz Spoteczny

92



Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Wystarczy teraz rozwiazac¢ ostatnia nieréwnosé¢ w dowolnym przedziale o dtugosci 27. Mamy
cos2¢p > 0N ¢ € (—n/2,31/2) = ¢ € (—n/4,m/4) U (3m /4,571 /4).

Oznacza to, ze w rozwazanym zbiorze znajduja sie te i tylko te liczby, ktorych argument zawiera

sie w zbiorze
(—m/4,7/4) U (31/4,5m/4).

Y

Zadanie 7.12. Wyznaczy¢ zbiory
a) V4i =3,
b) V3,
c) v/ —8+8V3i,
d) ¢ =99,
e) v/2i,
f) V2 -2,
g) V1+i,

Eﬂ?ggéjzsiie Rzeczpospolita Unia Europejska
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h) /(3 = 5i)?,

i) /(1 + ).

Przykladowe rozwigzania:
a) Z definicji pierwiastka zespolonego mamy

Vdi —3={z€C: 2> =4i — 3}.
Jezeli zapiszemy
z =T+ 1y,
gdzie ¢,y € R, to

22 =4i—3 — x? —y* + 2ixy = 4i — 3.

Ostatnia rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
$2 _ y2 — _3’
2xy =4.

Rozwiazemy teraz ten uklad réownan. Mozemy (dlaczego?) zatozyé, ze x # 01y # 0, co
powoduje, ze
2
Yy=—,
x

a w konsekwencji

4
2 —
-5 =-3

co jest rownowazne (dlaczego?) réwnosci
'+ 327 —4=0.

Jest to rownanie dwukwadratowe, wiec podstawiajac
t=ua",

otrzymujemy
t*+3t—4=0,

czyli
(t—1)(t+4) =0,

co implikuje 22 = 1 lub 22 = —4. Druga réwno$é¢ nie moze zaj$é, poniewaz x jest liczbg
rzeczywista. Widzimy zatem, ze

i odpowiednio

Europejskie - Polska Europejski Fundusz Spoteczny
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Ostatecznie

VA =3 = {1+2i,1—2i}.

e) W tym przypadku wygodnie bedzie postuzy¢ sie postacia trygonometryczna liczby ze-
spolonej 7, a nastepnie wykorzysta¢ jawne wzory na pierwiastki zespolone. Mamy

s s
% — 9 T o ..T
) <COS2 —|—ZSII12),
wiec
V2i = {29, 21, 22},

gdzie
T+ 2k T+ 2k
zk—\3/§<cosﬁ3ﬂ+isinﬁg7r>, k=0,1,2.

Wstawiajac kolejne wartosci k, otrzymujemy
3 1
20 = \/§<cos6+zsm ) <\/_+7,
om
21 = \/§<COS — 4 ¢sin 6)
3m
2

22:\3/§<cos—|—281 )

ﬁ:{ﬁ<\f+;>\/§<—é§+) -M}

Ostatecznie

Zadanie 7.13. Rozwiaza¢ w liczbach zespolonych réwnania

a) |z| + 2z =8+4,

)
b) |z| — z = 8 4 124,
¢) (z41)° = 2°,
d) (z—9)* = (z +1)%,
e) (z+1)"=(z—1)", dla dowolnej liczby naturalnej n,
f) 27 =
g (2)°= 4122\
Bl
h = —1.
ek
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Przykladowe rozwigzania:
¢) Liczba zespolona z = 0 nie jest rozwigzaniem rozwazanego rownania, wiec

: z+1i) z+4\?
(z+1i) =2 — %zl = ( ) =1
z z
Podstawiajac w = 27”, ostatnie rOwnanie przyjmuje postac
w? = 1.

Rozwiazaniami tego rownania sa pierwiastki stopnia trzeciego z 1, wiec (sprawdzic!)

1 1
w=1 lub w:—f%—i@ lub w:—f—iﬁ.
2 2 2 2

Wracajac do zmiennej z, otrzymujemy

) . 1 ] 1
T R S IR C N RN S DU S}
z z 2 2 z 2 2

Pierwsze réwnanie jest sprzeczne, wiec zajmijmy sie drugim. Mamy
224 2i = (=1 +1iV3)z,
czyli
2(3 —iV/3) = —2i,
co jest réGwnowazne
2 V/3-3i
3—1iV3 6

Analogicznie znajdujemy drugie rozwiazanie

z =

V3 +3i
—

Ostatecznie zbiorem rozwigzan rozwazanego réwnania jest zbior

{\/36—32'7_\@;3@'}

Zadanie 7.14. Wykazac, ze /zU 3/—z = X/22.
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CWICZENIA 8. Wykonywanie dzialan na macierzach. Obliczanie wy-
znacznikow.

Cel éwiczen:
Nabycie przez studentéw umiejetnosci wykonywania dziatan na macierzach oraz obliczania wy-
znacznikow.

Zakres tematyczny zajec:
e Drzialania na macierzach.
e Wyznacznik macierzy.
e Rozwiniecie Laplace’a.
e Witasnosci wyznacznikow.
Pytania kontrolne:
a) Jak wygladaja podstawowe dziatania na macierzach?

Jak wyglada wzor Laplace’a?

)
b) Czym jest wyznacznik macierzy?
¢)

)

d) Jak wykorzysta¢ wlasnosci wyznacznikow?

Eﬂ?gggjzsekie Rzeczpospolita Unia Europejska [
Europejski Fundusz Spot L
Wiedza Edukacja Rozwoéj - Polska Uropejski Fundusz spoteczny G
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Zadanie 8.1. Wykona¢ podane dziatania

341 [5 6
a) |1 2| -1 3
8 5/ |9 2
12 311 3 1
b) |3 1 3| |2 1 2|,
12 1|1 31
2 -3 5
o R | et
3 -1 1
1 2
1 0
d) 1[023—1}3[5071},
i 0

30 20 ;:f? -2 0 -3
) |01 2 1) " 0 o+ 0 6 =3,
2300/, 5 5 -2 8
3.0 2 0 -4 6 1
1 2 -1 2
01 3 2 2 -5 -2
D21y 99 T a2 6 4
010 1 3 0 1
Zadanie 8.2. Niech
10
2 —1 11 2
I A - R L

Wykonaé (jesli to mozliwe) dziatania: B+ C?, 3C — BT, A- B, B - A, A3.

Zadanie 8.3. Dane sa macierze:

3 -1 3 1 1
A:Egﬂ’ B=|-2 4 -3, C=[1 -1
1 -2 1 0 2
Wyznaczy¢
a) CAB,
b) 5B? + CA,
Fundusze . . .
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c) CTB —5A,
d) 24 — (BO)T,

Zadanie 8.4. Wyznaczy¢ macierz
2 111 0][3 —1]\"
5 3|1 1] |-5 2 '

Wskazoéwka: Wyznaczy¢ najpierw
2 1113 -1
5 3| |-5 2|

Zadanie 8.5. Rozwiaza¢ uktad rownan macierzowych:

11
X+Y = :
0 1
a)
10
2X +3Y = :
0 1
0 1
2X —Y = ,
10
b) 0 —2
—4X 42V = :
2 0

Przykladowe rozwigzania:
a) 7 pierwszego rownania mozemy wyznaczy¢

11
v ]ox

Wstawiajac do drugiego rownania, otrzymujemy

—axzfy fleax= [
czyli
-3 -]
skad - _
1721 —
XY= [ o1 —?_ B _1(/)2 1}2}'
/T

99
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W konsekwencji

1/2 0
Y—[o 1/2]'
Zadanie 8.6. Obliczy¢ wyznaczniki
) 2+v3 32 11 2
3+v2 2—3] d) 2 2 3,
3 3 4
b) cos & + 7 sin « 1
1 cos o — 1 sin a|’ 5 2 —1
e) 3 9 1]
1 3 -2 2 3 4
c)|2 8 1],
-1 3 6

5 3 4 1 4 3 2 0
a) |1 =2 0|, 2 -3 5 0 -1
-3 6 -1 e) -1 1 2 0 3|
0 3 4 0 1
3 21 5 0 -10 2
b) |5 —1 4],
4 7 0 xr y 0 0 0
0 =z vy . 0 0
L2 3 4 00 0 0
) 0 1 =25 f) :
6 —1 —4 0f :
-3 0 2 7 0 0 0 Ty
y 0 0 0 =z
2 1 1 8
3 -1 -1 =2
d) 1 0 5 0F
4 -3 =2 1

Przykladowe rozwigzania:
a) Rozwijajac wyznacznik wzgledem drugiego wiersza, otrzymujemy

5 3 4

3 4 ) 4
1L =2 0|=(=1)*") _1|+(—1)2+2 3 _1‘:27”:34.
-3 6 -1
Zadanie 8.8. Wykorzystujac wtasnosci wyznacznikow, obliczyé
Fundusze . . .
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1 2 3 4 1001 1002 1003 1004
2) 5 6 7 8 f) 1002 1003 1001 1002
9 10 11 12} 1001 1001 1001 999
13 14 15 16 1001 1000 998 999
155 ... 5
12 3 4 515 ...5
-3 2 -5 13 551 ...5
Dl 2 10 4 8P ’
-2 9 -8 25 55 5 1
1 -1 1 -9 1 2 3 n
11 -1 4 3 hy =1 =20 n,
-3 0 -8 —-13 :
-1 -2 -3 0
d) 1 2 =3 4 5 |, 1) nn 3 n|,
12 3 -2 5 Do
1 2 3 4 -1 -
nn n n
76 9 4 —4 123 ... n=2 n-1n
o) |7 8 9 -1 -6 ppoEs n.oonon
1 -1 -2 4 5 :
-7 0 -9 2 =2 nnmn ... n n n
Przykladowe rozwigzania:
a) Mamy
1 2 3 4 1 2 11
5 6 7 8 ka—ks 5 6 1 1 _ 0
9 10 11 12| ks—k |9 10 1 1} 7
13 14 15 16 13 14 1 1

przy czym ostatnia rowno$é¢ wynika z faktu, ze dwie kolumny sg identyczne.
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g) Oznaczmy przez n liczbe wierszy tej macierzy. Mamy

1 5 5 ... 5 5
: ? g ‘ g 4 -4 0 ... 0 O
. . . | Wn—1—wWn-2 : : : .. )
: wa—w1 0 0 0O ... =4 0
P : 0 0 0 ... 4 —4
sn—4 5-(n—1) 5-(n—2) ... 10 5
0 —4 0 ... 0 0
bortln | O 0 4 .0 0|
K14k 0 0 0 L 0
0 0 0 .0 —4

= (5n —4) - (—4)" 1,

Zadanie 8.9. Niech A i B beda macierzami kwadratowymi stopnia 2. Wyznaczy¢ det(A) i
det(A? - B), jezeli wiadomo, ze (24)T = —B? i det(B) = 6.

Zadanie 8.10. Niech A i B beda macierzami kwadratowymi. Wyznaczy¢ det[(A - B)?] jesli
A-AT =T idet(B) =2.

Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
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CWICZENIA 9. Wyznaczanie macierzy odwrotnej oraz rzedu macie-
rzZy.

Cel éwiczen:
Nabycie przez studentéw umiejetnoéci odwracania macierzy metoda Gaussa oraz ,wyznaczni-
kowa”.

Zakres tematyczny zajec:
e Macierz odwrotna.
e Algorytm Gaussa.
e Wzor na macierz odwrotna.
e Rzad macierzy.
Pytania kontrolne:
a) Czym jest macierz odwrotna?
b) Jak wygladaja kolejne kroki algorytmu Gaussa?
c) Jak wyglada wzoér na macierz odwrotna w terminach wyznacznikow?
)

d) Jaka jest definicja rzedu macierzy?

Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
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Zadanie 9.1. Wykorzystujac algorytm Gaussa, znalez¢ macierz odwrotna do macierzy

10 1 2 1]
@) |3 J’ £ |1 1 2|,
] 2 —1 5
12
b) 3 5]’ (4 2 1]
g) |2 -1 0
9 0 0] 1 2 3
) |0 8 0],
00 7 10 0 1
0021
6 0 0] AN
d) [0 1 2|, 2 1 1 2
0 3 5
12 3 4
12 2 L2301 2
e) |2 —1 —2|, Dl o1 4
2 —2 1 10 -2 -6

Przykladowe rozwigzania:
a) Wykonujac kolejne kroki algorytmu Gaussa, otrzymujemy

1 0[1 0] wosww [L O] 10 wi [L 0] 1 0
32/0 1 0 2/-11 0 1|-1/2 1/2|

E ﬂ_lzl—bz &J'

W konsekwencji
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f) Mamy

wiec

Zadanie 9.2. Obliczy¢ det A, det B, det A - B oraz det A~! dla

Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

o =
—_ =N
(G2 B NI

OO =

o = O

_ o O

-1

A= 3
2

1 21| 100
“’2—‘;“1 0 -1 1[-11 0
BT lo -5 312 0 1
1 2 1] 1 00
wE g -1 1]-1 1 0
0 0 -2 3 -5 1
v (-4) 1 21 1 0 0
—7 10 -1 1| -1 1 0
0 0 1|-3/2 5/2 —1/2
1 2 0| 5/2 —=5/2 1/2
20 -1 0] 1/2 =3/2 1)2
“Todo 0 1]-3/2 52 —1)2
o[ 2o0] 52 52 12
Do 1 0|12 3/2 —1/2
0 0 1|-3/2 5/2 —1/2
L [Loo] 72 -11/2 32
S 1001 0] —-1/2 3/2 —1/2,
0 0 1|-3/2 5/2 —1/2
- 7/2 —11/2  3/2
= |-1/2  3/2 —1/2]|.
-3/2 5/2 —1/2

3 2 10
01|, B=]2 3
30 3 3

2

1

-3

Zadanie 9.3. Wiadomo, ze B =2A1 A- B = I, a macierze A i B sg nieosobliwe i stopnia 4.
Wyznaczy¢ det(A™1).

Zadanie 9.4. Obliczy¢ rzedy nastepujacych macierzy:

a)

1
3

1
2
0

== Ot

ot

2 4
2 0|

2
F
2

Fundusze
Europejskie
Wiedza Edukacja Rozwdj
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o) |1 4 -1 2|,
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1010 3 31 2 —-17
0000 O 0o 1 0 2 1
d) 2010 1]/, h)y |3 2 2 1 8],
0000 O 0 1 1 5 4
3010 —1 -3 -1 -1 4 2
(1 -1 0 21
e |3 1 1 3 2|, (12 4]
-1 -3 -1 10 L4 5
Ll-1 2 =2
1 3 0 Dle o2 7]
f)457 0o 2 4
1 -1 4|’ ~-1 —4 4
2 4 2 ]
2 3 4 5 6 7 12 3 1 5
8 7 6 5 4 3 L0 4 7T 1 2
© 112 13 14 15 16 17| D11 2 3 4 6
18 17 16 15 14 13 -1 -2 -3 5 -3
Przykladowe rozwigzania:
e) Mamy
l -1 021 [l -1 0 2 1
3 1 132 "= o 4 1 -3 —1
-1 -3 -1 10 "™ 0o -4 -1 3 1
1 -1 0 2 1
el 401 -3 -1
0o 00 0 0
wro ) =10 2 1
0 4] 1 -3 1)’

co oznacza, ze rzad rozwazanej macierzy jest rowny 2.

Zadanie 9.5. W zaleznosci od wartosci rzeczywistego parametru A wyznaczy¢ rzedy macierzy:

1 A 1 1 2 -1 1
a) [3 0 2, g5 12
A=) 1 4 -1 A o0
3 A 4 -1
A1 A1
A1 1 d)OAO)\
by | 2 2 A—1], 1010
A+2 3 A A0 A DO

Fundusze . ; ;
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Przykladowe rozwigzania:
a) Dla A = 0 macierz przyjmuje postac

—_

1
2
1

w
o O O

0

i jak tatwo sprawdzi¢, jest to macierz rzedu 2. Zalézmy zatem, ze A # 0. Poniewaz
1 A

IR N

to rozwazana macierz ma rzad nie mniejszy niz 2. Sprawdzmy zatem, kiedy macierz ta ma rzad
wiekszy niz 2. Aby tak sie stalo wyznacznik macierzy musi by¢ rézny od zera. Mamy

1 )1 \ 1 A 1
3 0 2 wigl 0 —3x -1
A=A 1| 70 A=) 1)\

—3A(1—A) — AL+ )
—AB=3A+1+41)
—2X(2 - \).

Oznacza to, ze dla A # 0 i A # 2 macierz ma rzad 3, a dla A = 0 lub A = 2 ma rzad 2.
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CWICZENIA 10. Rozwiazywanie ukladéw réwnan liniowych.

Cel ¢éwiczen:
Nabycie przez studentéw umiejetnosci rozwigzywania uktadéw réwnan.

Zakres tematyczny zajec:
e Uktad Cramera.
e Twierdzenie Kroneckera-Capellego.
e Metoda eliminacji Gaussa.
Pytania kontrolne:
a) Jak rozwiazywac uklad rownar metoda Cramera?
b) Jak brzmi twierdzenie Kroneckera-Capellego?

c) Jak wygladaja kolejne kroki eliminacji Gaussa?

Eﬂ?gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
Europejski Fundusz Spot
Wiedza Edukacja Rozwdj - Polska propestituncusz spotecny

68



Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

Zadanie 10.1. Znalez¢ wszystkie wartosci parametru A, dla ktorych ponizszy uktad rownan
jest uktadem Cramera:

2r— y=1T1, b) ¢3x+ y+3z=M\y,
3r+3y+ z= Az

2) {6)\2x—3y:3)\, x+ 3y + 3z = Az,

Przykladowe rozwigzania:
a) Wystarczy sprawdzié¢, dla jakich wartosci parametru A wyznacznik macierzy gtéwnej tego
uktadu jest r6zny od zera. Mamy

‘ 6A2 —3

_ 2 _ )2
; _1‘_ 6A% +6 = 6(1 — %),

wiec rozwazany ukltad rownan jest ukladem Cramera wtedy i tylko wtedy, gdy

N

Zadanie 10.2. Rozwiazaé nastepujace ukltady réwnan metoda Cramera:

20+ y+ z=23, rT4+2y— z=1,
a) ¢ T+2y+ 2=0, c) {3z + y+ z=2,
r+ y+22=09, x — 52 =0,
r+y+z=06, r+2y+3z =1,
b) S —z+y+2=0, d) S22 +3y+ z=3,
T—yY+z=2, 3r+ y+2z=2.

Zadanie 10.3. Wykorzystujac macierz odwrotng do macierzy uktadu, znalezé¢ rozwiazania
uktadow rownan:

) x+ Ty =2, r—2y+3z=-7,

a

2 — y =09, b) {3z + y+4z=25,
20 + 5y + z =18

Wskazéwka: a) Zauwazmy, ze rozwazany uktad rownarn jest rownowazny réwnaniu macierzo-

wemu
1 7 2
b=l

gdzie
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Wystarczy teraz pomnozy¢ obustronnie (z lewej strony) przez macierz odwrotna do macierzy

uktadu, co prowadzi do
-1
1 7 2
b )b

Zadanie 10.4. Okresdli¢ liczbe rozwiazan oraz parametréow w ponizszych uktadach rownai:

r—y+2z+t=1, r+ y+ z=1,
a) $3x+y+ z—t=2, r+2y+3z=1,
or —y+ 52+t =4, T+ 3y +4z =2,
3r+2y+ z =3,

y+z+3t=0,

20 +2y — z+ t=1, d) 20+ y—z—3t =2,

b) S z— y— z2+3t=2, r—2y+z+2t=—1,
3r+by—4z— t=0, 20+ 3y +z+ 3t = 1.

Przykladowe rozwigzania:
b) Macierz rozszerzona rozwazanego uktadu réwnarn ma postaé

2 2 -1 1|1
1 -1 -1 3|2
3 5 —4 —-11]0

Wykonujac operacje elementarne na wierszach sprowadzamy ja do postaci pozwalajacej wyzna-
czy¢ rzad macierzy (zaréwno macierzy uktadu jak i macierzy rozszerzonej):

2 2 -1 1]1 1 -1 -1 312
1 -1 —1 3|2 "= |2 2 -1 11
3 5 —1 =10 3 5 —1 —1[0
L[t -1 -1 3] 2
w“"—;>”104 1 —5|-3
PTlo 8 2 —10| -6
.o L -1 -1 3] 2
YRRl 4001 =5 -3
0o 0 0 0| 0
&—1—132.
0 [4] 1 -5|-3

Rzad macierzy oraz macierzy rozszerzonej jest zatem rowny 2. Poniewaz w ukltadzie wystepuja
4 niewiadome, to na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego uktad ma nieskonczenie wiele
rozwiazan zaleznych od 4 — 2 = 2 parametrow.
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Zadanie 10.5. W zaleznosci od wartosci rzeczywistego parametru A okresli¢ liczbe rozwigzan
uktadow rownan:

2r— y+ z+ t=1, r+Ay+ z=1,
a) { v+2y— z+ 4t=2, b) {2z + y+ 2=\
x+ Ty —4z+ 11t = A, T+ y+Az= M\

Wskazoéwka: Wyznaczy¢ rzad macierzy uktadu i macierzy rozszerzonej w terminach zmiennej
A, a nastepnie zastosowaé twierdzenie Kroneckera-Capellego.

Zadanie 10.6. Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiaza¢ uktady réwnan:

x + 2+ t=-1, r4+2y—z— t=1,

a) 12—y + t= 3 f) S 2+ y+2+3t=2,
trytszri= 1 3r+by—z+ t=3

20+ vy +t =4,

b) { z+2y—2z =3, r+ y—22z= 0,
r— y+z+t=1, R P =3,
3r— y—2z=—6,
r—2y+3z= -7, 2y —2z= 3,
c) $3x+ y+4z=75, byt 21
20 +5y+ 2 =18, :
h) 3r—y+ 3z =2,
x+2y— 3z =0, r+y+ z=0,
Q) dr+8y—Tz+ t=1, r—y+ z=1,
r+2y— z+ t=1,
w4 y+dz+6t=0, r+2y+32—-2t— u=6,
3r+6y+52—2t— u=1,
2e+y— z+ t=1, i) <2z + 4y + 2z — 8u = —5,
e) y+3z—3t=1, 20+ 4y + 7z —=5t+ wu=1T7,
r+y+ z— t=1, x4+ 2y + 6z -5t —10u = 12.

Przykladowe rozwigzania:
a) Macierz rozszerzona uktadu rownan jest postaci

1 01 1|-1
2 -1 01 3
1 1 3 2 1
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Wykonujac operacje elementarne na wierszach, otrzymujemy

1 01 1|-1 N S S
2 -1 0 1| 3] "=" 10 -1 =2 -1 5
1132 1 Y o1 2 1| 2

1] o 1 1|-1
ARy —1] —2 -1 5

0
L0 0 0 of]7]

Oznacza to, ze rzad macierzy ukladu jest rowny 2, a rzad macierzy rozszerzonej jest réwny
3. Na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego uktad rownan jest sprzeczny (nie ma zadnych
rozwiazan).

b) Macierz rozszerzona uktadu réwnarn jest postaci

— = DO
— N =

0
-1
1

=

4
3
1

Wykonujac operacje elementarne na wierszach, otrzymujemy

2 1 0 1]4 1 2 -1 3
1 2 -1 03 ™= |2 1 0 4
1 -1 1 1/1 1 -1 1 1

w2 —2w1

O O =
|
w
[\

w3 —w1

|
w
[\
_— O OFRr O R PO Rk EF=O
|
[\

1 2 - 3
0 -3 2 1] -2
0o 0 0 ]
w12 -1 3
0 -3 2 1|-2

we(-$) 2 -1 0 3]
0 —2/3 —1/3|2/3
Rzad macierzy i macierzy rozszerzonej jest rowny 2, wiec uktad réwnan ma nieskonczenie wiele

rozwiazan zaleznych od 4—2 = 2 parametréw. Za parametry przyjmiemy zmienne z i ¢. Ostatnia
macierz jest macierza rozszerzona ukladu réwnan

r+2y— =z =3,
2 1 2
y—32—3t=3
7, drugiego rownania mozemy wyliczy¢ y, otrzymujac
2 2 1
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Wstawiajac teraz y do pierwszego réwnania, dostajemy

S S WU S PP I

Ostatecznie rozwigzania wyjsciowego rownania mozemy zapisa¢ w postaci

_5_1,_2
rT=3— 3% 3t,
— 24 2 1
y=3+32+3l
z,t € R.
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CWICZENIA 11. Dzialania na wektorach.

Cel ¢éwiczen:
Nabycie przez studentoéw umiejetnosci wykonywania podstawowych operacji na wektorach w prze-
strzeni trojwymiarowe;j.

Zakres tematyczny zajec:
e Iloczyn skalarny, wektorowy i mieszany wektorow.
Pytania kontrolne:

a) Jakie sa definicje iloczynéw skalarnego, wektorowego i mieszanego?

Eﬂ?gggjzsekie Rzeczpospolita Unia Europejska [
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Zadanie 11.1. Wyznaczy¢ dtugosci wektorow:
a) v=(1,0,1),
b) 7= (v2,-1,3),
¢) 7= (-1,3,v6),
—
d) PQ dla P(2,-1,3)1 Q(—2,-2,3),

e) PQ dla P(1,3,0) i Q(4,—2,1).

Przykladowe rozwigzania:
a) 7 definicji

7] = V12+ 02 + 12 = V2.

d) Mamy
—

PQ=(2,-1,3) — (-=2,-2,3) = (4,1,0),

wiec

1PQ| = VA2 + 12+ 0% = V1T.

Zadanie 11.2. Wyznaczy¢ iloczyny skalarne podanych wektorow:

Przykladowe rozwigzania:
a) Mamy
v-w=2-4—1-1—-1-2=05.

Zadanie 11.3. Znalez¢ kat miedzy podanymi wektorami:

a) U= (L 0, _1)7 W= (17 1, 0)>
b) U= (17 2, 3)7 W= (_L 3, 1)7
¢) T=1i+2]+3k, @ =6i+5j + 4k.
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Przykladowe rozwigzania:
Wykorzystamy wzor
U w = |U] - W] cos ¢,
gdzie ¢ jest katem miedzy wektorami o i .
a) Mamy

<y

gy
I
—_

oraz

T=v2,  |a|=V2

Wynika stad, ze
1

1
V222
3

co implikuje, ze kat miedzy wektorami ¢ i w jest rowny

cos ¢ =

Zadanie 11.4. Wyznaczy¢ rzut prostopadly wektora ¢ na wektor @, gdzie
a) 7= (3,—1,1), ¥ = (1,1,2),
b) 7= (-2,—1,—-1), @ = (—1,2,2).
Przykladowe rozwigzania:
Zauwazmy, ze rzut prostopadly wektora v na wektor @ jest pewnym wektorem « postaci

= cu,

£y

gdzie ¢ jest odpowiednig stata. Aby @ byt rzutem prostopadtym musi zachodzi¢ warunek (dla-
czego?)

£y

(T —u, W) =0

lub réwnowaznie
(U —cw) - =0.

Lewa strona ostatniej réwnosci przyjmuje postaé
U — (W - b)) = 00 — |

Stad otrzymujemy

U
S
a w konsekwencji
—)_ U‘ /lB —
T T

o ile tylko wektor  nie jest wektorem zerowym.
a) Z wyprowadzonego wzoru rzut prostopadly wektora ¥ na wektor  jest rowny

L (3,-1,1)-(1,1,2) 4 2 24
u= 2 (17172):7(17172): (77)-
(1, 1,2)] 6 3'33
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Zadanie 11.5. Wyznaczy¢ dlugosé rzutu prostopadiego wektora
T=1—j+2k

na prosta w plaszczyznie Oxy, ktora tworzy jednakowe katy z dodatnimi potosiami Oz i Oy.

Zadanie 11.6. Wyznaczy¢ iloczyny wektorowe podanych wektordw:

a) 7= (1,0,2), W= (—1,3,1),
b) 7= (4,-1,1), @ = (3,2, —1),

a) Mamy

—

k
21=i(0-1-2-3)—j(1-1=2-(=1))+k(1-3—0-(=1)) =
1
+

Zadanie 11.7. Wyznaczy¢ pole trojkata rozpietego przez wektorach
v=(2,1,-3), w

—

i— 3k,

Wskazoéwka: Dtugosé iloczynu wektorowego dwoch danych wektoréw jest rowna polu rowno-
legtoboku rozpietego przez te wektory.

Zadanie 11.8. Wyznaczy¢ odleglosé punktu P(3,2,1) od prostej przechodzacej przez punkt
(0,0,0) i rownolegtej do wektora v = (1,1, 1).

Wskazowka: Skorzysta¢ z twierdzenia Pitagorasa i zadania 10.4.

Zadanie 11.9. Wyznaczy¢ iloczyny mieszane podanych wektorow:

a) /L_[: (1)27 3)7 U: <_17270)7 U7 = <O’3’ 1)7

—

b) G=i—Jj,0=)+2k @=20—j+k

Przykladowe rozwigzania:
a) Iloczyn mieszany dany jest wzorem

1 2 3
(7,0, @) =] =1 2 0
0 3 1
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Zadanie 11.10. Wyznaczy¢ objeto$¢ rownolegloscianu oraz czworoécianu rozpietego na wek-
torach

- —

G=i+j—2k  T=j+k  w=i-—2]+3k

Zadanie 11.11. Sprawdzié¢, czy punkty
P(1,3,2), Q4,1,-2), R(2,-1,-2), S(—2,—-1,0)

leza na wspoélnej ptaszczyznie.

Wskazowka: Wykorzystaé fakt, ze trzy wektory sa wspotplaszezyznowe wtedy i tylko wtedy,
gdy ich iloczyn mieszany jest réwny zero.

Europejskie - Polska Europejski Fundusz Spoteczny
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CWICZENIA 12. Wyznaczanie rownan prostych i ptaszczyzn w R®.

Cel ¢éwiczen:
Nabycie przez studentoéw umiejetnosci postugiwania sie roznymi reprezentacjami prostych i ptasz-
czyzn w przestrzeni R3.

Zakres tematyczny zajec:

e Rownanie ogélne, normalne i parametryczne plaszczyzny.

e Rownanie parametryczne, kierunkowe i krawedziowe prostej.
Pytania kontrolne:

a) Jak wygladaja rozne rownania prostych i plaszczyzn w przestrzeni R3?

** %
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Zadanie 12.1. Zapisa¢ rownania ogodlne i parametryczne nastepujacych ptaszczyzn:
a) plaszczyzna przechodzi przez punkt P(1,2, —3) i jest prostopadta do wektora i = (1, -1, 2),
b) plaszczyzna przechodzi przez punkty P(1,0,1), Q(—1,2,1) 1 R(—2,3,1),

c¢) plaszezyzna przechodzi przez punkty P(2,1,—1) 1 Q(1,—1,1) oraz jest prostopadta do
plaszczyzny Oxz,

d) ptlaszczyzna przechodzi przez punkt P(—1,—1,2) i jest rownolegta do wektorow o =
(1,1,1) oraz @ = (3,2, 1),

e) plaszczyzna przechodzi przez punkt P(1,0,1) i jest rownolegta do plaszczyzny

m:2x+3y—2+4+6=0,

f) plaszczyzna przechodzi przez punkt P(1,—1,—1) i jest prostopadta do ptaszczyzn

mir+y+z2—2=0, mo: 3x —y+4z—15=0.

Przykladowe rozwigzania:
a) Wektor 7i jest wektorem normalnym rozwazanej ptaszczyzny. Dana jest ona zatem row-

naniem ogélnym

w: ((z,y,2) — (1,2,-3)) - (1,—1,2) = 0,
czyli

m(r—1y—2,24+3)-(1,-1,2) = 0.
Ostatecznie

mix—y+2z4+7=0.

Aby wyznaczy¢ rownanie parametryczne, nalezy znalezé dwa wektory rownolegte do ptasz-
czyzny m. Wystarczy w tym celu zauwazy¢, ze dowolny wektor jest rownolegly do ptaszczyzny
wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadly do wektora normalnego ptaszczyzny. Wystarczy za-
tem znalez¢é dwa niewspolliniowe wektory, ktore sa prostopadte do 7. Szukamy wiec takich v
i, ze

v-n=0 i w-n =0
oraz
U x w # 0.
Latwo sprawdzié¢, ze podane warunki spetniaja na przyktad wektory
v =(2,—1,0), w = (0,3,2).

Roéwnanie parametryczne ma zatem postac

7 (z,y,2) =(1,2,-3) + s(2,—1,0) + (0, 3, 2),

Europejskie - Polska Europejski Fundusz Spoteczny
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lub réwnowaznie

r= 14 2s,
y= 2— s+ 3t,
z=-3 + 2t,

dla s,t € R.

c¢) Plaszezyzna przechodzi przez punkty P i @, wiec jest rownolegta do wektora P—Cj =
(—1,—2,2). Z drugiej strony, poniewaz ptaszczyzna jest prostopadla do plaszczyzny Ozz, to
jest ona rownolegta do wektora v = (0,1,0). Mozemy zatem zapisa¢ rownanie parametryczne
plaszczyzny w postaci

r= 2- s,
y= 1—2s+2z2,,
z=—1+42s

gdzie s,t € R. Ponadto wiemy, ze wektorem normalnym jest wektor
— - —
n=PQxv=(-2,0-1),
co powoduje, ze rownanie ogblne jest postaci
m:(x—2,y—1,2+1)-(-2,0,—1) =0,
czyli

T —2r—z+3=0.

Zadanie 12.2. Zapisa¢ rOwnania parametryczne i kierunkowe nastepujacych prostych:
a) prosta przechodzi przez punkt P(—1,2,1) i jest rownolegla do wektora v = (4, —1,2),
b) prosta przechodzi przez punkty P(1,1,—2) i Q(2,0,—3),
c¢) prosta przechodzi przez punkt P(1,—2,4) i jest prostopadla do plaszczyzny

m:2x —y+324+5=0,

d) prosta przechodzi przez punkt P(1,0,—1) i jest prostopadla do wektorow ¢ = (0,2, 1)
i 0= (3,-4,1),

e) prosta jest przecieciem plaszczyzn

mix—2y+3z—4=0, M —2z+2=0.

Przykladowe rozwigzania:
a) Rozwazana prosta ma rownanie parametryczne postaci

I (=1,2,1) + t(4, —1,2),
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gdzie t € R. Rownowaznie

r=—1+4t,
l: qy= 2— 1,
z= 1+ 2t

Roéwnaniem kierunkowym tej prostej jest natomiast

r+1 y—-2 =z2-1
4 -1 2

l:

e) Prosta lezy w obu plaszczyznach m; 1 7o, wiec jest prostopadta do wektoréw normalnych
1 = (1,-2,3) i iy = (1,0, —1) tych ptaszczyzn. Oznacza to, ze wektor kierunkowy @' proste;
moze by¢ wyznaczony ze wzoru
U= ﬁl X ﬁg = (2,472)
Pozostaje znalezé dowolny punkt, ktory lezy na tej prostej. Wystarczy w tym celu znalezé

dowolng trojke (z,y, z) spetniajaca

T — z=-2.

T = -2,
y=—3.

Szukana prosta ma zatem roéwnanie parametryczne

{x—Qy—l—Sz: 4,

Na przyktad dla z = 0 otrzymujemy

L: (f,y,Z):(—2,—3,0)+t(2,4,2), teR

oraz roéwnanie kierunkowe
r+2 y+3

l:

i
2 4 2’

Zadanie 12.3. Dla prostej z punktu e) zadania 12.2 wyznaczy¢ dwie inne plaszezyzny, ktorych
przecieciem jest ta prosta.

Zadanie 12.4. Wyznaczy¢ punkt przeciecia:

a) prostych

b) prostej [ i ptaszczyzny w, gdzie

r—1 y+2 =z
l: = = — mrx—y+z—1=0.
0 TR 4
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Zadanie 12.5. Obliczy¢ odleglosé:
a) punktu P = (1,1,2) od plaszczyzny
m2x+y—32—-—5=0,

b) prostej [ od ptaszczyzny w, gdzie

l_a:‘—l_y z
11

¢) punktu P = (—1,1,0) od prostej

d) plaszczyzn rownolegtych
m:x—2y+z2—1=0, mo: —2xr+4y —22+3=0,

e) prostych réwnolegtych

l_x—l—l_y—l_i l_i_y+1_z—|—2
L R T 9 1 1
f) prostych skosnych
] 7_y_z—1 l'x—l_y_z
YT 1 0 1 2

Przykladowe rozwigzania:
¢) Napiszmy réwnanie plaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt (—1, 1,0) i prostopadtej do
prostej [. Poniewaz wektor kierunkowy prostej jest wektorem normalnym takiej ptaszczyzny, to

mix+2y—z+D =0,
gdzie D jest dobrane w ten sposob, ze (—1,1,0) € 7. Mamy zatem
D=1-2+4+0=-1,

wiec ostatecznie
mir+2y—2—1=0.

Wyznaczmy teraz punkt przeciecia prostej [ i ptaszczyzny w. Taki punkt jest rozwiazaniem
uktadu réwnan
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Musi zatem dla pewnego ¢ € R zachodzi¢ réwnoscé
t+2(1+2t)—(-1—¢t)—1=0,

czyli 6t = —2, skad

t=—=.
3

Oznacza to, ze punktem wspolnym prostej [ i ptaszczyzny 7 jest punkt Q(—%, %, —%) Wystarczy
teraz obliczy¢ odlegto$é punktu P od punktu Q).

Zadanie 12.6. Wyznaczy¢ kat miedzy prosta

a plaszczyzna

E:]Jrr‘gggjzseki o Rzeczpospolita Unia Europejska
Europejski Fundusz Spot
Wiedza Edukacja Rozwdj - Polska propestituncusz spotecny

84



Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

CWICZENIA 13. Rozwiazywanie zadan z zastosowaniem przeksztal-
cen geometrycznych.

Cel éwiczen:
Nabycie przez studentéw umiejetnosci poshugiwania sie postacia macierzowa podstawowych
przeksztalcen plaszczyzny.

Zakres tematyczny zajec:
e Translacja, jednoktadnosé, obrot.
e Wspotrzedne jednorodne.
Pytania kontrolne:

a) Jak zapisa¢ podstawowe przeksztalcenia ptaszczyzny w postaci macierzowej?
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Zadanie 13.1. Jaki jest obraz punktow P(1,—3) i Q(4,1) przy nastepujacych przeksztatce-
niach:

a) przesunieciu o wektor (—1,2),

o

)
) jednoktadnosci w skali —2,
¢) skalowaniu w skali (2, 3),

d) skalowaniu w skali (2, 3) wzgledem punktu (2, 1),

(¢]

) obrocie o kat 7/3,
f) obrocie o kat 7/3 wzgledem punktu (—1,1),

) przesunieciu o wektor (1,2), a nastepnie obrocie o kat /4,

o

h) obrocie o kat /2, a nastepnie skalowaniu w skali (—2,2),

i) skalowaniu w skali (—2,2), a nastepnie obrocie o kat 7/2,

)
j)

skalowaniu w skali (3, 3), obrocie o kat /6 i przesunieciu o wektor (2, —1).

Zadanie 13.2. Zapisa¢ przeksztalcenia z zadania 13.1 w postaci macierzowe;j.

Przykladowe rozwigzania:
b) Jednoktadnosé¢ w skali —2 ma przedstawienie macierzowe

-2 0
0 =2
Obrazy P’ i @' punktow P i () mozemy zatem wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:
, -2 0], [-2 o][1] [-2
SO L P K B
, -2 01, [-2 o][4] [-8
o= Sle=[v S

Ostatecznie P'(—2,6) 1 Q'(—8,—2).
e) Macierza obrotu o kat 7/3 jest macierz

T _an E 1 _v3
cos 3 sing| | 3 2|
sinZ cosZ V3

1
3 3 P} P}

4 SE L] e
il IS EA
2

i analogicznie wyznaczamy wspotrzedne punktu Q'

oraz

Wynika stad, ze
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Zadanie 13.3. Jaki jest obraz okregu
2 —2x+y* -6y =0

przy jednokladnosci w skali —3 oraz skalowaniu w skali (2, —1) wzgledem punktu (1, 3).

Rozwigzanie. Zbadamy obraz przy drugim przeksztatceniu. Skalowanie wzgledem punktu
(1,3) mozemy zapisaé jako zlozenie trzech przeksztatcen:

e przesuniecie o wektor (—1, —3),
e skalowanie w skali (2, —1) wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych,
e przesuniecie o wektor (1,3).
Wynika stad, ze dla punktu P(z,y) rozwazane skalowanie przeksztalci go na punkt P'(z',y'),
gdzie
x’_20x—1+1_2x—2+1_2x—1
y| |0 —=1||y—3 3 |-y+3 3] |-y+6|°
Wymnika stad, ze kazdy punkt okregu
? —2x 4+ y* — 6y =0
zostanie przeksztalcony na punkt krzywej o réwnaniu
(20 —1)* =22z —1)+ (—y+6)>—6(—y+6) =0

lub réwnowaznie
4a* — 8x +1* — 6y +3 = 0.

Grupujac odpowiednie sktadniki, otrzymujemy
4(x — 1)+ (y — 3)* = 10.
Obrazem okregu jest zatem elipsa

20r — 1) (y—3)?
-1, w-3°_,
) 10

Zadanie 13.4. Wyznaczy¢ obraz prostej x + 2y — 3 = 0 przy obrocie o kat 7/3 wzgledem
punktu (1, 1).

Zadanie 13.5. Wyznaczy¢ macierze wszystkich przeksztatcen z zadania 13.1 we wspotrzednych
jednorodnych.

Fundusze . . .
ki Rzeczpospolita Unia Europejska
E Europejskie - Polskap P Europejski Fundusz Spoteczny

Wiedza Edukacja Rozwdj

87



Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czes¢ druga

CWICZENIA 14. Badanie wlasnosci krzywych stozkowych.

Cel ¢éwiczen:
Nabycie przez studentéw podstawowych wiadomosci o krzywych stozkowych na ptaszczyznie.

Zakres tematyczny zajec:
e Okrag, elipsa, hiperbola, parabola.
Pytania kontrolne:

a) Jak wygladaja rownania krzywych stozkowych na ptaszczyznie?
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Zadanie 14.1. Wyznaczy¢ wspotrzedne srodka i promien okregu o réwnaniu

2 —dx +y* + 62 — 3 = 0.

Zadanie 14.2. Wyznaczy¢ wspolrzedne srodka oraz promienn okregu przechodzacego przez
punkty
P(1,0), Q(-2,3), R(4,1).
. . . . . . %
Zadanie 14.3. Niech I: x +y — 1 = 0 i rozwazmy cieciwe P() okregu
2?2 —2x+1y? =0,
ktora jest zawarta w ﬂ))stej [. Wyznaczy¢ rownanie prostej prostopadlej do [ i przechodzace]

przez srodek cieciwy PQ).

Zadanie 14.4. Wyznaczy¢ roéwnanie stycznej okregu x? — 4z + y?> — 2y — 4 = 0 w punkcie
P(2 +2v/2,0).

Zadanie 14.5. Znalez¢ wspotrzedne $rodka i promient okregu, ktorych przechodzi przez punkt
P(3,2) i jest styczny do obu poétosi dodatnich uktadu wspotrzednych Oxy.

Zadanie 14.6. Na okregu o réwnaniu 22 +y? —2y—2 = 0 wyznaczy¢ punkt, ktory jest potozony
najblizej prostej o réwnaniu x —y — 2 = 0.

Rozwigzanie. Przepiszmy rownanie okregu w postaci
2>+ (y—1)* = 3.

Jest to okrag o érodku w punkcie S(0,1) i promieniu /3. Poszukiwany punkt P(p,q) musi
zatem spelniaé

—
SP 1 v,
gdzie ¥ = (1,1) jest wektorem kierunkowym proste;
r—y+2=0.
Zachodzi zatem rownosé

lub réwnowaznie
p+qg—1=0,

czyli ¢ = 1 — p. Z drugiej strony punkt P(p, 1 — p) musi leze¢ na okregu, wiec

pP+(1-p—1)72=3.
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To oznacza, ze 2p? = 3, skad
—/2  mb  p=—yf.
p 9 u p 5

Wiemy zatem, ze poszukiwanym punktem jest punkt o wspolrzednych

() el

Oczywiscie jeden z nich lezy najblizej prostej, a drugi najdalej ze wszystkich punktéw okregu.
Wystarczy wybrac ten, ktorego odlegtosé od prostej jest mniejsza. Odlegto$é pierwszego punktu
od rozwazanej prostej jest rowna

WVE-1+3-2 3-22
VIP+12 V2

a drugiego

—V/E-1-y2-2 3422
V2 Rz

Wynika stad, ze punkt ( %, 1 - \/g) jest punktem na okregu potozonym najblizej prostej
r—y—2=0.

Zadanie 14.7. Dla elipsy o réwnaniu
2522 — 1502 + 169 4+ 32y — 159 = 0

wyznaczy¢ jej osie, ogniskows, mimosrod, wspotrzedne srodka i ognisk.

Zadanie 14.8. Wyznaczy¢ rownania stycznych do elipsy
42* + 36y* — 36 = 0,

ktore znajduja sie w odlegtosci réwnej 2 od srodka tej elipsy.

Rozwigzanie. Srodkiem tej elipsy jest punkt S(0,0). Przeksztalémy rownanie elipsy do postaci

I’2

32 +y =1

Rownanie stycznej do elipsy w punkcie o wspotrzednych (xg, yp) ma postacé

o -0y -0)=1,
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czyli
Az + 36y0y = 36.

Poniewaz poszukiwane styczne maja znajdowaé sie w odlegltosci 2 od §rodka elipsy, to musi

zachodzié
B |42 - 0 + 36y, - 0 — 36|

\/ 1623 + 81y2
2,/1622 + 8142 — 36,

1625 + 81y; = 182

2

czyli
a Po uproszczeniu

Wystarczy zatem rozwiazaé¢ uklad rownan
422 + 36y5 = 36,
1622 + 81y3 = 182
Zadanie 14.9. Znalez¢ rownania wspolnych stycznych do elips o réwnaniach

2+ 32=3, 322+ 4%=3.

Zadanie 14.10. Wyznaczy¢ réwnania stycznych do elipsy
(z —3)* +2y* =38,

ktore sa rownolegle do prostej x +y — 1 = 0.

Zadanie 14.11. Wyznaczy¢ réwnanie hiperboli o ogniskach
Fi(1,1), Fy(—=2,1),

do ktorej nalezy punkt P(0,1 + 2v/3).

Zadanie 14.12. Wyznaczy¢ ogniska, mimosrod oraz asymptoty hiperboli o réwnaniu
z? — y2 = 16.
Ponadto znalezé réwnania stycznych do hiperboli, ktére przechodza przez punkt P(—1,—7),
a na prawej galezi hiperboli wyznaczy¢ punkt, ktory lezy najblizej prostej 2z +y + 6 = 0.
Zadanie 14.13. Wyznaczy¢ wszystkie parabole, ktore przechodzg przez punkty
P(-2,0), Q(1,3), R(6,-2).

Dla jednej z tych parabol napisa¢ réwnanie stycznej w punkcie Q).
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Zadanie 14.14. Dla hiperboli
v =12z

znalez¢ réwnania stycznych prostopadtych do prostej 2x + y — 7 = 0 oraz réwnania stycznych
tworzacych z prosta 4x — 2y +9 = 0 kat 7.
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CWICZENIA 15. Kolokwium 2.

Cel ¢éwiczen:
Sprawdzenie wiadomosci studentéw dotyczacych podstawowych zagadnien algebry liniowej i geo-
metrii analityczne;j.

Zakres tematyczny zajec:

e Material z ¢éwiczent od 7 do 14.
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Zintegrowany
Program
Rozwoju

Politechniki

Lubelskiej -
czesc druga

Materiaty zostaly opracowane w ramach projektu
yZintegrowany Program Rozwoju Politechniki Lubelskiej — czesé druga”,
umowa nr POWR..03.05.00-00-Z060/18-00
w ramach Programu Operacyjnego Wiedza Edukacja Rozwo6j 2014-2020

wspoHinansowanego ze srodkéw Europejskiego Funduszu Spotecznego
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