












Macierze

Macierzą wymiaru n ⇥m (o n wierszach i m kolumnach) nazywamy

tablicę liczb rzeczywistych/zespolonych
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3

7775
.

Piszemy również

A = [aij ] i=1,...,n
j=1,...,m

lub

A = [aij ].



Dodawanie i odejmowanie macierzy

Jeżeli A,B 2 Rn⇥m (czyli macierze A i B są dokładnie tego samego

wymiaru), to definiujemy A± B wzorem
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Równoważnie

A+ B = [aij ] + [bij ] = [aij + bij ].



Mnożenie macierzy przez liczbę

Niech c 2 R. Wtedy
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Równoważnie

cA = c[aij ] = [caij ].



Własności

 A+ B = B + A

 A+ (B + C ) = (A+ B) + C

 c(A+ B) = cA+ cB

 (c + d)A = cA+ dA

 (cd)A = c(dA)



Mnożenie macierzy

Niech A 2 Rn⇥m i B 2 Rm⇥k . Definiujemy wtedy iloczyn C = A · B
wzorem

C = [cij ] 2 Rn⇥k , cij =
mX

r=1

airbrj .





Ćwieczenie

Wykonać działania

2

2

664

3 0 2

0 1 3

2 2 0

0 1 0

3

775

2

4
1 2 �1 2

�2 �1 1 2

2 1 1 2

3

5



Własności iloczynu

 A(B + C ) = AB + AC dla A 2 Rn⇥m i B ,C 2 Rm⇥k

 (A+ B)C = AC + BC dla A,B 2 Rn⇥m i C 2 Rm⇥k

 c(AB) = (cA)B = A(cB) dla A 2 Rn⇥m, B 2 Rm⇥k i c 2 R
 (AB)C = A(BC ) = ABC dla A 2 Rn⇥m, B 2 Rm⇥k i C 2 Rk⇥`

 AIm = InA dla A 2 Rn⇥m



Uwagi

Mnożenie macierzy nie jest przemienne! Najczęściej AB 6= BA.
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Uwagi

(AB)C = A(BC ), ale jeden z iloczynów może być łatwiejszy do

policzenia!
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Liczba mnożeń



Liczba mnożeń

Niech A 2 R20⇥2, B 2 R2⇥10, C 2 R10⇥1.

Koszt obliczenia (AB)C :

 AB :

 (AB)C :

Koszt obliczenia A(BC ):

 BC :

 A(BC ):



Problem optymalnego nawiasowania

Znaleźć optymalne nawiasowanie dla iloczynu

A1A2 . . .An.


