




Uniwersalne podstawienie trygonometryczne

 Jeżeli t = tg x
2 , to

sin x =
2t

1 + t2
, cos x =

1 � t
2

1 + t2
, dx =

2
1 + t2

dt.



Całki z funkcji niewymiernych





Wzór Newtona-Leibniza
Twierdzenie

Jeżeli F jest funkcją pierwotną funkcji f na przedziale ha, bi, to
Z b

a
f (x) dx = F (x)

���
b

a
= F (b)� F (a).



Interpretacja geometryczna

Jeżeli funkcja f jest nieujemna na przedziale ha, bi, to całka oznaczona
Z b

a
f (x) dx

jest polem obszaru ograniczonego następującymi krzywymi:

 osią Ox ,
 wykresem funkcji f ,
 prostą x = a,
 prostą x = b.





Uwaga

Jeżeli f (x) > g(x) dla x 2 ha, bi, to pole obszaru zawartego między
wykresami funkcji f i g na przedziale ha, bi jest równe

Z b

a
(f (x)� g(x)) dx .



Własności całki oznaczonej

 
Z a

a
f (x) dx = 0,

 
Z a

b
f (x) dx = �

Z b

a
f (x) dx ,

 
Z b

a
cf (x) dx = c

Z b

a
f (x) dx dla dowolnego c 6= 0,

 
Z b

a
(f (x) + g(x)) dx =

Z b

a
f (x) dx +

Z b

a
g(x) dx ,

 
Z c

a
f (x) dx =

Z b

a
f (x) dx +

Z c

b
f (x) dx dla b 2 ha, ci.



Całkowanie przez części

Jeżeli funkcje f , g są różniczkowalne na przedziale ha, bi, to
Z b

a
f (x)g 0(x) dx = f (x)g(x)

��b
a
�

Z b

a
f
0(x)g(x) dx .



Całkowanie przez podstawienie

Załóżmy, że funkcja f jest określona na przedziale ha, bi, a funkcja
� : h↵,�i ! ha, bi ma ciągłą pochodną oraz spełnia warunki
 �(↵) = a,
 �(�) = b.
Wtedy Z b

a
f (x) dx =

Z �

↵
f (�(x))�0(x) dx .


