


Funkcja F jest funkcją pierwotną funkcji f na przedziale I , jeżeli

F
0(x) = f (x)

dla każdego x 2 I .



Charakteryzacja funkcji pierwotnych

Jeśli F jest funkcją pierwotną funkcji f na przedziale I , to
 G = F + C jest funkcją pierwotną f dla dowolnej stałej C ,
 każda funkcja pierwotna funkcji f jest postaci F + C .



Całka nieoznaczona

Całką nieoznaczoną funkcji f na przedziale I nazywamy zbiór funkcji

{F + C : C 2 R},

gdzie F jest dowolną funkcją pierwotną funkcji f .

Zbiór ten oznaczamy Z
f (x) dx .



Własności

 
Z

f (x)dx

�0
= f (x),

 
Z

f
0(x)dx = f (x) + C .



Istnienie całki nieoznaczonej

Twierdzenie

Każda funkcja ciągła na przedziale I ma na tym przedziale funkcję
pierwotną.





Całki nieoznaczone ważniejszych funkcji elementarnych

 
Z

0 dx = C , x 2 R

 
Z

x
a
dx =

1
a+ 1

x
a+1 + C , a 6= �1,

 
Z

1
x

dx = ln |x |+ C , x 2 (�1, 0) lub x 2 (0,1)

 
Z

a
x
dx =

a
x

ln a
+ C , a > 0, a 6= 1, x 2 R

 
Z

e
x
dx = e

x + C , x 2 R



 
Z

sin x dx = � cos x + C , x 2 R

 
Z

cos x dx = sin x + C , x 2 R

 
Z

1
sin2

x
dx = � ctg x + C , x 2

�
k⇡, (k + 1)⇡

�
, k 2 Z

 
Z

1
cos2 x

dx = tg x + C , x 2
⇣
�⇡

2
+ k⇡,

⇡

2
+ k⇡

⌘
, k 2 Z



 
Z

1
1 + x2 dx = arctg x + C , x 2 R

 
Z �1

1 + x2 dx = arcctg x + C , x 2 R

 
Z

1p
1 � x2

dx = arcsin x + C , x 2 (�1, 1)

 
Z �1p

1 � x2
dx = arccos x + C , x 2 (�1, 1)





Przydatne wzory

 
Z

f (ax + b)dx =
1
a
F (ax + b) + C dla a 6= 0 i b 2 R,

 
Z

f
0(x)

f (x)
dx = ln |f (x)|+ C ,

 
Z

f
0(x)

f 2(x)
dx = � 1

f (x)
+ C ,

 
Z

f
0(x)p
f (x)

dx = 2
p

f (x) + C .



Twierdzenie o liniowości całki nieoznaczonej

Jeśli funkcje f i g mają funkcje pierwotne, to

1.
Z �

f (x) + g(x)
�
dx =

Z
f (x)dx +

Z
g(x)dx ,

2.
Z

cf (x)dx = c

Z
f (x)dx , gdzie c 2 R.



Twierdzenie o całkowaniu przez części

Jeżeli funkcje f i g mają ciągłe pochodne, to
Z

f (x)g 0(x)dx = f (x)g(x)�
Z

f
0(x)g(x)dx .





Przykład



Twierdzenie o całkowaniu przez podstawienie

Jeżeli
1. funkcja f : (a, b) ! R jest ciągła na przedziale (a, b),
2. funkcja g : (↵,�) ! (a, b) ma ciągłą pochodną

na przedziale (↵,�),
to Z

f
�
g(x)

�
g
0(x)dx = F (g(x)) + C ,

gdzie F jest dowolną funkcją pierwotną funkcji f oraz C 2 R.





Całkowanie funkcji wymiernych



Całkowanie ułamków prostych pierwszego rodzaju

Z
A

x + a
dx

Z
A

(x + a)n
dx



Całkowanie ułamków prostych drugiego rodzaju



Całkowanie ułamków prostych drugiego rodzaju




