
Ekstrema



Ekstrema

Mówimy, że funkcja f ma w punkcie x0 minimum lokalne, jeżeli
_

�>0

^

x2S(x0,�)

f (x) > f (x0).

Jeżeli nierówność > zamienimy na >, to powiemy, że jest to minimum
lokalne właściwe.



Ekstrema

Mówimy, że funkcja f ma w punkcie x0 maksimum lokalne, jeżeli
_

�>0

^

x2S(x0,�)

f (x) 6 f (x0).

Jeżeli nierówność 6 zamienimy na <, to powiemy, że jest to maksimum
lokalne właściwe.



Warunek konieczny istnienia ekstremum

Twierdzenie Fermata
Jeśli funkcja f : (a, b) ! R ma w punkcie x0 ekstremum lokalne i jest w
tym punkcie różniczkowalna, to

f 0(x0) = 0.





Warunek dostateczny istnienia ekstremum



Warunek dostateczny istnienia ekstremum

Niech funkcja f : (a, b) ! R będzie ciągła w punkcie x0 oraz dla
pewnego � > 0 różniczkowalna w zbiorze S(x0, �).
 Jeżeli f 0(x) < 0 dla każdego x 2 (x0 � �, x0) oraz f 0(x) > 0 dla

każdego x 2 (x0, x0 + �), to f ma w punkcie x0 minimum lokalne
właściwe,

 Jeżeli f 0(x) > 0 dla każdego x 2 (x0 � �, x0) oraz f 0(x) < 0 dla
każdego x 2 (x0, x0 + �), to f ma w punkcie x0 maksimum lokalne
właściwe.





Warunek dostateczny istnienia ekstremum



Warunek dostateczny istnienia ekstremum

Załóżmy, że
 funkcja f ma w pewnym otoczeniu punktu x0 pochodną f 0 oraz

istnieje druga pochodna f 00(x0).
Jeżeli

f 0(x0) = 0 oraz f 00(x0) 6= 0,

to funkcja f ma w punkcie x0 ekstremum lokalne właściwe: maksimum,
gdy f 00(x0) < 0, a minimum, gdy f 00(x0) > 0.



Warunek dostateczny istnienia ekstremum

Załóżmy, że
 funkcja f ma w pewnym otoczeniu punktu x0 pochodne do rzędu

n � 1, a pochodna f (n)(x0) istnieje.
Jeżeli

f 0(x0) = f 00(x0) = . . . = f (n�1)(x0) = 0 oraz f (n)(x0) 6= 0

i n jest liczbą parzystą, to funkcja f ma w punkcie x0 ekstremum lokalne
właściwe: maksimum, gdy f (n)(x0) < 0, a minimum, gdy f (n)(x0) > 0.

Jeżeli liczba n jest nieparzysta, to funkcja nie posiada ekstremum
w punkcie x0.



Ekstrema globalne





Przykład



Reguła de l’Hospitala

Jeżeli funkcje f i g spełniają warunki:
 lim

x!x0
f (x) = lim

x!x0
g(x) = 0, przy czym g(x) 6= 0 w pewnym

otoczeniu x0 (poza, być może, samym punktem x0),
 f 0 i g 0 istnieją w pewnym otoczeniu x0 (poza, być może, samym

punktem x0) oraz istnieje granica lim
x!x0

f 0(x)

g 0(x)
(właściwa lub

niewłaściwa),
to

lim
x!x0

f (x)

g(x)
= lim

x!x0

f 0(x)

g 0(x)
.







Reguła de l’Hospitala

Jeżeli funkcje f i g spełniają warunki:
 lim

x!x0
g(x) = ±1,

 f 0 i g 0 istnieją w pewnym otoczeniu x0 (poza, być może, samym

punktem x0) oraz istnieje granica lim
x!x0

f 0(x)

g 0(x)
(właściwa lub

niewłaściwa),
to

lim
x!x0

f (x)

g(x)
= lim

x!x0

f 0(x)

g 0(x)
.



Reguła de l’Hospitala: uwagi

 Obie reguły de l’Hospitala są prawdziwe także dla granic
jednostronnych oraz dla granic w +1 lub w �1.

 Reguły de l’Hospitala można również wykorzystywać do obliczania
granic typu 0 ·1, 1�1, 11, 10, 00.






