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Ekstrema

Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xp minimum lokalne, jezeli
|

f VA X)) = f(x). (KOV%IX"*S)CDf

0>0 xeS(xp,9)

Jezeli nieréwnos¢ > zamienimy na >, to powiemy, ze jest to minimum
lokalne wtasciwe.
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Ekstrema
Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xp maksimum lokalne, jezeli

VA f@(}@@

0>0 xeS(xp,9)

Jezeli nieréwnosé\<)zamienimy na@ to powiemy, ze jest to maksimum
lokalne wfasciwe.
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Warunek konieczny istnienia ekstremum
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unkcja (@ R ma w punkcie xg ekstremum lokalne i jest w
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Warunek dostateczny istnienia ekstremum

i‘(x))@ Ao % Cxo
() €0 de X>x



Warunek dostateczny istnienia ekstremum

Niech funkcja f
pewnego 0 > 0 r
~ Jezeli f'(x) < 0 dla kazdego x € (xp — 9, xp) oraz f'(x) > 0 dla
( kazdego x € (xg,xp + J), to f ma w punkcie Xy minimum lokalne
wtasciwe,
~ Jezeli f'(x) > 0 dla kazdego x € (xp — 0, xp) oraz f'(x) < 0 dla
kazdego x € (xg, x0 + ), to f ma w punkcie xg maksimum lokalne
wiasciwe.
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R bedzie ciagfa w punkcie xp oraz dla

Szriezkowalna w zbiorze S(xp, 9).







Warunek dostateczny istnienia ekstremum




Warunek dostateczny istnienia ekstremum

Zatézmy, ze
~ funkcja f ma w pewnym otoczenlu punktu X0 Dochodna f’ oraz

istnieje druga pochodna " (xg) 3(; 66\ c. Sag U doculy
\_/\_/\/\/\—’-\/\J X@

f,(Xo) =0 Ooraz f”(XQ) # O,

Jezeli

to funkcja £ ma w punkcie xg ekstremum lokalne wtasciwe: maksimum,
gdy (x0) < 0, a minimum, gdy ”(xg) > 0.
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Warunek dostateczny istnienia ekstremum

Zatézmy, ze
~ funkcja f ma w pewnym otoczeniu punktu xg pochodne do rzedu
n—1, a pochodna f(")(xg) istnieje.

Jezeli
fl(x0)=rf"(x0)=...=f" D(x)=0 oraz M(x9) #£0

| n jest liczbg parzystg, to funkcja f ma w punkcie xg ekstremum lokalne
wiasciwe: maksimum, gdy (" (xp) < 0, a minimum, gdy f(")(xq) > 0.

Jezeli liczba n jest nieparzysta, to funkcja nie posiada ekstremum
w punkcie xg.
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Ekstrema globalne _
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Regutfa de I'Hospitala

Jezeli funkcje f i g spetniaja warunki: Jg ~\ 9 Sp AW@«\\UM/ u &LOCW\J Xo
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lim f(x) = lim g(x) =0, przy czym g(x) # 0 w pewnym
0 0

X—>X X—>X
otoczeniu xg (poza, by¢ moze, samym punktem xg),

f" i g’ istnieja w pewnym otoczeniu xg (poza, byé moze, samym

f/
punktem Xxp) oraz istnieje granica lim (x) (wtasciwa lub
x—x0 g'(x)
niewtasciwa),
f f’
lim & = lim (x)

x=x0 g(x) x>0 g'(x)

- 5% 4 2 /[/O_j
Gy t3 L




Nfﬂ)m X%X@ \QSB LK cjo(/\e},\\\) X L

;i@ A 3(%5 ¥ %

(ahe Wy ?(x) - A\ggq ) f(xgu
T’uhkﬂ{ G&ﬁ O\*\Jﬁ& o he EWQ/

<>< Xo ) \/\J\O <><o ><> Ove

M&x) \/L(X ) " <X0)X> LA <><\><(>/

S-\V\X&
o 3 Q\)M@W srvdochey e (1) bb

omé\ \A ) op \\QJ e <x 2 Uk e ko),
E&\“ Q\x\m \A@Q \\‘NK{N) Ay?gD O- AO O IA(Y)

NEES Lhoene  u, QD\Q & .

o\\aoe, S \
ARSIV EYo)

T € (Xeo ><> N ( 1 |
el SR R (DB (RN
ix S Xo icxs/}\j(/et\l\_/\/ g b+ %o
(C\<

— i CX} 7/'\ ? CX> O j(}(} Lg’& V\\\QTS‘Q)
e A, = ﬁ ) x DXOU e o ) ,7:
<) T % o S A



7 \;\ X\J\NX — 1 0O0
@ X:O ) B~<O) ) /\\W‘/

B x X :EO KVOO)] /F/ |
/]

x> O
| \)\/\/\( — 0O
_ lw B
1 + X

T x>0
- ] /| ‘\/
o W 2 (-0
x> 0 1, N ) _ ) - | “X>:
> (/X) X230 ~a X2 0 . X”;/B(
@ e x b x 2 0€R 220
10, ) 1 ) |
\
. L * g
L (s ) AN X_":“ :t\\ng/onv;O\
_ ~ov><&“/] X O >

X0 (x"“)' X2V

ﬁ\m Kl = 9 o7 O J
X=>0 /




Regutfa de I'Hospitala X
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Jezeli funkcje f i g spetniaja warunki: > _
! (x) =+ .o B
~ lim g(x) = +o0, = O
X—7X0 @ —) Xp
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~ f"i g’ istnieja w pewnym otoczeniu xy (poza, by¢ moze, samym

L .. (%)
punktem xg) oraz istnieje granica lim
x—x0 g'(x)

(wtasciwa lub

niewtasciwa),

to
f(x)

. . (x)
im —= = |im .
X—$X0 g(x) X—$X0 g’(x)




Regutfa de I'Hospitala: uwagi

~ Obie reguty de I'Hospitala sg prawdziwe takze dla granic
jednostronnych oraz dla granic w +o00 lub w —o0.

~ Reguty de |I'Hospitala mozna réwniez wykorzystywa¢ do obliczania
granic typu 0 - 0o, oo — 0o, 1%, oc?, 0°.
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