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1. Kombinatoryka

Zadanie 1.1. W pudetku znajduje si¢ 5 kul o numerach 1, 2, 3, 4, 5.

a) Losujemy kolejno 3 kule i notujemy ich numery w kolejnosci losowania. Ile jest
mozliwych wynikéw takich losowan?

b) Z pudetka losujemy jedna kule, zapisujemy jej numer i wktadamy ja z powrotem do
pudetka. Nastepnie w ten sam sposéb losujemy druga i trzecig kule. Ile jest mozliwych

wynikéw takich losowan?

Rozwiazanie. Oznaczmy przez () zbiér wszystkich mozliwych wynikow losowania.
a) W tym przypadku  sklada sie z 3-elementowych ciagéw utworzonych z réznych
elementéw zbioru {1,2,3,4,5}, tj.

0=1{(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5),(2,1,3),...,(5,4,3)}.

Liczbe elementéw zbioru {2 znajdujemy korzystajac z uogdlnionego prawa mnozenia.
Mamy mianowicie

Q] =5-4-3 =60,

poniewaz pierwszg kule mozemy wylosowac¢ na 5 sposobéw, drugg na 4 sposoby, a trzecig
na 3 (wylosowane liczby nie moga sie powtarzac).
b) Tym razem € jest zbiorem 3-elementowych ciggdéw utworzonych z réznych

lub powtarzajacych sie elementéw zbioru {1,2,3, 4,5}, tj.

Q={(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,1,4),(1,1,5),(2,1,1),...,(5,5,5) }.
Wykorzystujac prawo mnozenia znajdujemy liczbe elementéw zbioru €2:
Q] =5-5-5=5"=125,

poniewaz pierwsza kule mozemy wylosowa¢ na 5 sposobéw, drugg tez na 5 sposobdéw

i trzecia takze na 5 (wylosowane liczby moga sie powtarzac).

Zadanie 1.2. W pudetku znajduje sie 5 kul o numerach 1, 2, 3, 4, 5. Losujemy

jednoczesnie 3 kule i zapisujemy ich numery. Ile jest mozliwych wynikéw takich losowan?
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Rozwigzanie. 7 tresci zadania wynika, ze zbior (2 wszystkich mozliwych wynikéw
losowania sktada sie z 3-elementowych zbioréw utworzonych z réznych elementéw zbioru

{1,2,3,4,5}, tj.
O ={{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},12,3.4},...,{3,4,5} .

Sa to tzw. kombinacje bez powtorzen, do ktorych zliczania wykorzystujemy symbol

5\ 5!
Q=[] ====10
& (3) oz~ 10

Zadanie 1.3. lle réznych wynikow mozna otrzymaé¢ rzucajac dwiema sze$ciennymi

Newtona:

kostkami do gry, jezeli
a) kostki sa rozréznialne,

b) kostki sa nierozréznialne?

Rozwigzanie. Niech (2 bedzie zbiorem wszystkich mozliwych wynikéw losowania.
a) W tym przypadku zbiér €2 sktada sie z dwuelementowych ciagéw utworzonych z réznych

lub powtarzajacych sie elementéw zbioru {1,2,3,4,5,6}, tj.

Q - {(]" 1)’ (17 2)7 (17 3>7 (174)7 (17 5)7 (]‘7 6)7 (27 2)7 R (67 6)}7
a wiec, zgodnie z reguta mnozenia,
Q| =6-6 =6 = 36.

b) W tej sytuacji zbiér Q jest ztozony z dwuelementowych zbioréw utworzonych

z réznych lub powtarzajacych sie elementéw zbioru {1,2,...,6}, tj.

Q={{1,1},{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{1,6},{2,2},{2,3},...,{6,6}}.

Sa to tzw. kombinacje z powtérzeniami, a liczba k-elementowych kombinacji z

n+k—1
k

- (427 ) -

Liczbe elementéw zbioru €2 mozemy tez obliczy¢, zauwazajac, ze {2 zawiera szes¢ zbioréw,

powtorzeniami ze zbioru n-elementowego jest rowna ( ), a wiec w naszym przypadku

mamy

6

2) zbioréw roéznoelementowych. Wobec tego,

ktorych elementy sie powtarzaja oraz (

zgodnie z reguta dodawania,

6
|Q|:6+(2> =6+ 15 =21.
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Uwaga: W zadaniach, w ktoérych bedziemy oblicza¢ prawdopodobienstwo zdarzen
zwigzanych z rzucaniem kostkami bedziemy zawsze zaktada¢, ze kostki sa rozrdznialne.
Klasyczna definicja prawdopodobienstwa zaktada, ze wszystkie elementy przestrzeni
zdarzen elementarnych €2 sg tak samo prawdopodobne, a to nie jest prawda z przypadku
modelu z podpunktu b): latwo sie przekona¢ (wielokrotnie rzucajac dwiema kostkami),
ze na przyklad zdarzenia {1,1} i {1,2} nie sa tak samo prawdopodobne; dwie jedynki

wypadajg $rednio dwa razy rzadziej niz jedna jedynka i jedna dwdjka.

Zadanie 1.4. Na parterze dziesieciopietrowego budynku do windy wsiadto siedem oséb.
Na ile sposobéw osoby te moga opusci¢ winde? Co jezeli zalozymy, ze kazda osoba wysiada

na innym pietrze?

Rozwigzanie. Najtatwiej zliczy¢ wszystkie mozliwosci przypisujac kazdej osobie pietro na
ktorym ta osoba wysiada. Ponadto zaktadamy domyslnie, ze nikt nie wysiada na parterze
oraz parter traktujemy jako pietro zerowe. Zatem zbiér 2 wszystkich mozliwosci sktada
sie z 7-elementowych ciagéw (poniewaz ludzie sa rozréznialni) utworzonych z réznych lub

powtarzajacych sie elementéw zbioru 10-elementowego, a wiec
Q| = 10" = 10000 000.

Jezeli kazdy wysiada na innym pietrze, to elementy tych 7-elementowych ciagéw nie moga
sie powtarzac i wtedy

Q] =10-9-...-4 = 604800.

Zadanie 1.5. W pudetku znajduje sie¢ 9 ponumerowanych kul liczbami od 1 do 9.
Losujemy jednoczesnie trzy kule. Ile jest mozliwych wynikow losowania, w ktérych suma

wylosowanych liczb jest parzysta?

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze suma trzech liczb jest parzysta, jezeli wszystkie te liczby sg
parzyste albo jedna jest parzysta, a pozostate dwie nieparzyste. Oznaczmy:

A — zbiér 3-elementowych zbioréw (utworzonych z réznych elementéw zbioru
{1,2,...9}), ktérych suma elementéw jest parzysta;

Ap — zbidr 3-elementowych zbioréw sktadajacych sie z roéznych elementéow zbioru

{2,4,6,8}, czyli z samych liczb parzystych;
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Ay — zbiér 3-elementowych zbioréw (utworzonych z réznych elementéw zbioru
{1,2,...9}), ktérych jeden element jest parzysty, a pozostate dwa nieparzyste.
Wtedy A = Ay U A; oraz zbiory Ay i Ay sa roztaczne. Zatem

|A] = |Ao| + |A4].

Aby obliczy¢ moc zbioru Ay, zauwazamy ze jest on zbiorem 3-elementowych kombinacji

bez powtérzen zbioru 4-elementowego, a wiec

()
=) )-oun

poniewaz tutaj losujemy jedna z czterech liczb parzystych i dwie z pieciu nieparzystych.

Ponadto

Wobec tego
|A] =44 40 = 44.

Zadanie 1.6. a) Ile réznych tablic rejestracyjnych ztozonych z siedmiu znakéw (czterech
cyfr i trzech liter) mozemy utworzy¢?
b) Ile, jezeli na pierwszych trzech miejscach musza by¢ 3 litery, a na kolejnych 4 cyfry?

W obu przypadkach uzywamy alfabetu majacego 24 litery.

Rozwigzanie. a) Z treéci zadania wynika, ze tym przypadku litery i cyfry na tablicy nie
muszg sta¢ w ustalonym porzadku i moga sie przeplata¢. Dlatego najpierw na jeden z (Z)
sposobéw musimy wybraé 4 miejsca, na ktérych bedg staty cyfry. Nastepnie mamy 10*
mozliwoéci uzupekienia tych miejsc cyframi oraz 24% mozliwoéci uzupetnienia pozostaltych
trzech miejsc literami. Wobec tego, jezeli oznaczymy zbior wszystkich mozliwych tablic

przez €1, to na mocy prawa mnozenia, otrzymujemy

7
Q| = <4> -10* - 24° = 4838400 000.

Oczywiscie mogliby$my tez zacza¢ od wybrania 3 miejsc dla liter, potem uzupetnic te
miejsca literami, a na koncu pozostate cztery wolne miejsca wypetnic¢ cyframi. Datoby to
ten sam wynik:

Q| = @ - 24% . 10* = 4838400 000.
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b) W tej sytuacji mamy 243 mozliwoéci uzupelnienia pierwszych trzech miejsc na tablicy

i 10* sposob6éw uzupehienia pozostaltych czterech miejsc. Zatem
Q| = 24% - 10* = 138240 000.
Zadanie 1.7. Ile jest roznych 8-cyfrowych liczb zapisanych w systemie dwéjkowym?

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze najbardziej znaczaca cyfra musi by¢ jedynka (na pierwszym
miejscu nie moze staé zero), co pozostawia 7 miejsc, na ktérych moze staé zero albo jeden.
Oznacza to, ze takich liczb jest

27 = 128.

Zadanie 1.8. Pewien czlowiek ma 12 ksigzek, ktore chce ustawi¢ ma poétce. Jest to: pie¢
podrecznikow do matematyki, trzy podreczniki do chemii, dwie ksigzki historyczne i dwa
stowniki jezyka angielskiego. Na ile sposobow mozna je ustawi¢ tak, aby ksigzki o tej

samej tematyce staty obok siebie?

Rozwigzanie. Najpierw na jeden z 4! sposobéw wybieramy kolejno$¢ zakresow
tematycznych, np. najpierw chemia, potem historia, dalej matematyka, a na koncu
stowniki. Nastepnie mamy 5! mozliwosci poprzestawiania miedzy soba ksiazek
matematycznych, 3! — chemicznych, 2! — historycznych, 2! — stownikéw. Na mocy prawa

mnozenia ostatecznie otrzymujemy
41-50- 312121 =69120

wszystkich mozliwych ustawien, w ktorych ksigzki o tej samej tematyce stojg obok siebie.

Zadanie 1.9. Ile réznych 11-literowych wyrazéw (majacych sens lub nie) mozna utworzy¢

z pieciu liter A, dwoch liter B, jednej litery D, jednej litery K i dwoch liter R?

11

5 ) Sposobow.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze pie¢ miejsc na litere A mozemy wybra¢ na (
Analogicznie, z pozostalych szesciu miejsc, dwa miejsca na litere B mozemy wybraé na
(g) sposobow. Dalej, litere D mozemy umiescié¢ na jednym z pozostatych czterech miejsc
na (11) sposobéw, a potem litere K na (i’) sposobow. Ostatnie dwa wolne miejsca musimy

uzupetni¢ literg R, wiec wszystkich mozliwych stéw jest, zgodnie z reguta mnozenia,

() s
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Zadanie 1.10. Na ile sposobéw mozna wybra¢ piecioosobowy komitet z grupy 20 oséb?

Rozwigzanie. Tworzymy 5-elementowe podzbiory utworzone z réznych elementéw zbioru

20
= 15504
(5)

Zadanie 1.11. a) Na ile sposobéw mozna wybraé piecioosobowy komitet z grupy 12

20-elementowego. Mamy wiec
roznych mozliwych komitetow.

kobiet i 8 mezczyzn, jezeli musi si¢ on sktadaé z trzech kobiet i dwéch mezezyzn?
b) A na ile sposobow, jesli dwaj mezczyzni sa ze soba pokltéceni i odmawiaja bycia razem

w komitecie?

Rozwiagzanie. a) Oznaczmy przez Q2 zbiér wszystkich mozliwych komitetéw. Trzy kobiety
do komitetu mozemy wybra¢ na (132) sposobéw, a dwéch mezczyzn na (g) sposobow.

Zatem na mocy prawa mnozenia otrzymujemy

12\ (8
[¢] <3><2> 0-28 = 6160

b) Niech A bedzie zbiorem komitetéw, w ktérych nie ma obojga poktéconych mezczyn.
Obliczymy moc zbioru A.

I sposob: Zauwazmy, ze sg dwie mozliwosci: albo w komitecie nie ma zadnego
z poktdconych mezezyzn (oznaczamy zbidr takich komitetéw przez Ay), albo jest doktadnie
jeden z nich (zbiér takich komitetow oznaczamy przez A;).

W pierwszym przypadku dwoch mezezyzn do komitetu mozemy wybraé¢ na (g) sposobow,

12

3) sposobdéw, co daje

6\ (12
Aol = =15-220 = 3300.

W drugim przypadku wybieramy do komitetu jednego z dwdch poktéconych mezezyzn

a trzy kobiety znéw na (

i jednego z szesciu pozostatych oraz trzy z dwunastu kobiet, a wiec
2\ (6) (12
Al = =2-6-220 = 2640.
Skoro zbiory Ag i A; sa roztaczne, to z prawa dodawania wynika, ze

|A| = | Ao| + |A1| = 3300 + 2640 = 5940.

WWW.VIACARPATIA.PRO 5

DOFINANSOWANO ZE SRODKOW BUDZETU PANSTWA
DOTACJA CELOWA MINISTRA EDUKACJI | NAUKI
,Politechniczna Sie¢ VIA CARPATIA

im. Prezydenta RP Lecha Kaczyriskiego”

Minister
- Edukacji i Nauki

~ Ministerstwo
* Edukacji i Nauki




PRI S Politechnika [:][1 seisin " [J]) rourecmia
VIA CARPATIA Biatostocka [ razszowsia

im. IGNACEGO LUKASIEWICZA

II sposéb: Zauwazmy, ze dopelnienie zbioru A (oznaczane przez A) zawiera te komitety, w

ktorych sa obydwaj poktoceni mezezyzni. Poniewaz komitet sktada si¢ z dwoch mezezyzn

- ()(3) -

1A = |9 — [A] = 6160 — 220 = 5940.

i trzech kobiet, to

Zatem

Zadanie 1.12. a) Na ile sposobéw mozna 8 rozréznialnych kul umiesci¢ w trzech

(rozréznialnych) pudetkach?

b) Na ile sposobéw mozna 8 rozréznialnych kul umiescié w trzech (rozréznialnych)

pudetkach tak, aby zadne pudetko nie byto puste?

Rozwiazanie. a) Najlatwiej zliczy¢ wszystkie mozliwosci przypisujac kazdej kuli numer
pudetka, w ktérym =zostata ona umieszczona. Zatem kazdemu rozmieszczeniu kul

odpowiada 8-elementowy cigg utworzony z réznych lub nie elementéw 3-elementowego

zbioru pudelek, np. ciag (3,3,1,1,1,1,1,1) odpowiada sytuacji, w ktérej dwie pierwsze
kule umieszczamy w trzecim pudetku, a wszystkie pozostale w pierwszym. Jezeli przez €2

oznaczymy zbior wszystkich mozliwych rozmieszczen, to na mocy prawa mnozenia:
Q| = 3% = 6561.

b) Niech zbiér A sktada sie z tych rozmieszczen osmiu kul w trzech pudetkach, w ktérych
zadne pudetko nie jest puste. Inaczej méwiac, A zawiera te 8-elementowe ciggi, ktére
zawieraja wszystkie trzy liczby: 1, 21 3.

Najpierw zauwazmy, ze elementow zbioru A nie mozna zliczy¢ w nastepujacy sposob:
najpierw wybieramy jedno z oSmiu miejsc dla jedynki, potem jedno z pozostatych siedmiu
miejsc dla dwodjki, nastepnie jedno z pozostatych sze$ciu miejsc dla tréjki, a pozostate
pie¢ wolnych miejsc uzupetiamy czymkolwiek: jedynka, dwojka lub tréjka. W ten sposob
otrzymalibyémy, ze moc zbioru A jest réwna 8 -7 -6 - 3% = 81648, co jest niemozliwe,
bo jak wiemy z podpunktu a), wszystkich mozliwych rozmieszczen jest 6 561. Oczywiscie
powyzsza metoda jest niepoprawna, poniewaz wielokrotnie zlicza te same rozmieszczenia.
Sprobujmy wiec inaczej:

Wprowadzmy oznaczenia:

Ay — zbiér takich rozmieszczen, w ktorych pierwsze pudetko jest puste,
WWW.VIACARPATIA.PRO 7

DOFINANSOWANO ZE SRODKOW BUDZETU PANSTWA
DOTACJA CELOWA MINISTRA EDUKACJI | NAUKI
,Politechniczna Sie¢ VIA CARPATIA

im. Prezydenta RP Lecha Kaczyriskiego”

Minister
Edukacji i Nauki

dukacji i Nauki



PENPRESIPEN R Politechnika [:][1 Gsesa )] pourrecmaa
VIA CARPATIA Biatostocka [ raeszowsi

Ay — zbidr takich rozmieszczen, w ktérych drugie pudetko jest puste,
Az — zbiér takich rozmieszczen, w ktorych trzecie pudetko jest puste.
Wtedy zbiér

AU Ay U Az

zawiera te rozmieszczenia, w ktorych pierwsze lub drugie, lub trzecie pudetko jest puste, co
znaczy, ze przynajmniej jedno pudetko jest puste. Jego dopelnieniem jest zbior A ztozony

z tych rozmieszczen, w ktorych zadne pudetko nie jest puste:
A=A UAUA3; =0\ (AL UAU Ay).

Poniewaz zbiory A;, As i Az nie sa parami roztaczne, to do obliczenia liczby elementow

zbioru A; U As U A3z musimy wykorzystaé wzor:
|A; U Ay U As| = |Aq] + |Ag| + |As| — |AL N Ag| — |Ay N As| — |[Ay N As| + |A; N Ay N Asl.

Jest to tzw. zasada wlaczen i wytaczen.
Poniewaz zbiér A; zawiera 8-elementowe ciagi utworzone z réznych lub nie elementéw

dwuelementowego zbioru {2, 3}, to
|A;| = 2° = 256.

Podobnie, zbior A, zawiera 8-elementowe ciggi utworzone z réznych lub nie elementéw

dwuelementowego zbioru {1, 3}, wiec
|Ag| = 2° = 256.

Analogicznie okazuje sie, ze

|As| = 2% = 256.

Zbior A; N Ay zawiera te ciagi, ktore nie zawieraja ani jedynek, ani dwbdjek. Wobec tego

zawiera on tylko jeden element: ciag ztozony z samych trojek, czyli
|A; N Ay = 1.
W ten sam sposob otrzymujemy, ze

|A2 N A3| =1 oraz |A1 N A3| = 1.
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Skoro zbior A; N As N Az zawiera te ciagi, ktore nie zawieraja ani jedynek, ani dwojek,

ani trojek, to ten zbiér musi by¢ pusty, czyli
Ao N Ay N Asl =0.
Ostatecznie, ze wzoru wlaczen i wytaczen otrzymujemy
|A; U Ay U Ag| = 256 + 256 + 256 — 1 — 1 — 1+ 0 = 765,
a stad wynika, ze
|A] = || — |A; U Ay U A3| = 6561 — 765 = 5 796.

Zadanie 1.13. a) Na ile sposobéw mozna 8 nierozréznialnych kul umiesci¢ w trzech

(rozréznialnych) pudetkach tak, aby zadne pudetko nie byto puste?
b) Na ile sposob6w mozna 8 nierozréznialnych kul umiesci¢ w trzech (rozréznialnych)

pudetkach?

Rozwiazanie. Oznaczmy N = {1,2,3,...} oraz N, = {0,1,2,...}.

a) Poniewaz tym razem kule sa nierozréznialne miedzy soba, to rozmieszczen kul
w pudetkach nie mozemy utozsamia¢ z 8-elementowymi ciggami jak w poprzednim
zadaniu. (Nie mozemy mysleé, ze np. ,pierwsza’ kule umieszczamy w trzecim pudetku
— nie ma zadnej ,pierwszej” kuli.) Interesuje nas jedynie liczba kul w poszczegblnych
pudetkach. Inaczej mowiagc: pytamy, ile jest 3-elementowych ciggdéw ztozonych z liczb

naturalnych, ktérych elementy w sumie daja liczbe osiem. Oznaczmy:

A= {(p1,p2.p3) €N*: p1 + s+ p3 = 8}
= {(17 176)’ (1727 5)7 (1’37 4)’ (1747 3)’ crt (67 17 1)}

Aby obliczyé¢ moc zbioru A, wyobrazmy sobie osiem nierozréznialnych obiektow utozonych
w jednym rzedzie:

OO0OO0OO0O00O0OO0
ktore rozdzielamy na trzy grupy za pomoca dwoch pionowych kresek. W ten sposéb np.

ciag (3,1,4) € Q odpowiada podziatowi

coolo|oooo,
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a ciag (4,3,1) € Q utozsamiamy z
cooolooo]o.
Zatem kazdemu rozmieszczeniu os$miu nierozréznialnych kul w trzech rozréznialnych

pudetkach odpowiada wybor dwdch réznych miejsc (z siedmiu mozliwych), w ktoérych

stawiamy pionowe kreski. Oznacza to, ze
7
4] = ( ) o1,
2

Wniosek 1. Niech n,k e Nin > k.

Liczba wszystkich takich rozmieszczen n nierozrdznialnych kul w k£ rozréznialnych
pudetkach, ze zadne pudetko nie jest puste, wynosi (Zj)

Inaczej mowiac: istnieje (Zj) roznych k-elementowych ciagéow ztozonych z liczb

naturalnych, ktérych elementy w sumie daja liczbe n. Jezeli oznaczymy

A:{(pl,...,pk)ENk:p1+...+pk:n},

4= (0)

b) W tym przypadku pytamy, ile jest 3-elementowych ciagéw (pi,p2,ps) ztozonych

to

z nieujemnych liczb catkowitych, ktorych elementy w sumie daja liczbe osiem. Oznaczmy:

B = {(p1,p2,p3) € N2: py + py + p3 = 8}

= {(0,0,8),(0,1,7),(0,2,6),(0,3,5),(0,4,4),...,(8,0,0)}.

Aby obliczy¢ liczbe elementéw zbioru B, dodajemy jedynki do wszystkich jego elementéw
(czyli np. z ciagu (2,0,6) tworzymy ciag (3,1,7)). W ten sposéb zamiast rozmieszczen
oémiu kul w trzech pudelkach otrzymujemy rozmieszczenia jedenastu kul w trzech

pudetkach, ale takie, w ktorych zadne pudetko nie jest puste. Wobec tego, korzystajac

10
Bl = =45,
B (2)

Liczba wszystkich rozmieszczen n nierozréznialnych kul w & rozréznialnych pudetkach

(n—l—k—l)
k—1 '
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Inaczej méwiac: istnieje ("ﬁ;l> roznych k-elementowych ciggéow ztozonych z nieujemnych

liczb catkowitych, ktorych elementy w sumie daja liczbe n. Jezeli oznaczymy

B:{(pl,...,pk)EN]::p1+...+pk:n},

to
n+k—-1
Bl = .
B (k—l)

11
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2. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Zadanie 2.1. W pudetku znajduje sie n kul, wsréd ktorych jest 1 biata, a reszta jest
czarna. Wybieramy kule z pudetka bez zwracania. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze

kule bialg wylosujemy za k-tym razem?

Rozwigzanie. WprowadZzmy oznaczenia:

A; - zdarzenie, ze w i-tym losowaniu wybrano kule czarng,
B; - zdarzenie, ze w i-tym losowaniu wybrano kule biata,
C - zdarzenie, ze kule bialg wybrano w k-tym losowaniu.

Zauwazmy, ze zdarzenie C' mozemy zapisa¢ w postaci iloczynu:
C:AlﬂAgﬂﬂAk_lﬂBk

Wykorzystujac wzoér na prawdopodobienstwo warunkowe

P(DNE)

P(D|E) = P(E)

oile P(E) >0,
prawdopodobienstwo zdarzenia C, pozwoli sie wyrazi¢ w nastepujacy sposob:
P(C)=P(BrlAiNAyN---NAq) - P(AAN AN N Apy), (1)
ale drugi czynnik w powyzszym iloczynie, mozemy analogcznie przedstawic¢ jako
PA41|[A1TNAN - NAg o) - P(AiNAs N -+ N Ag_a).
Kontynuujac to rozumowanie, dostajemy

PATNAyN---NA, o) =P(Ar2lAiNAsN - NA3) - P(AiNAs N+ N Ag_3)

... 1w koncu

P(A; N Ay) = P(A3|Ay) - P(Ay).
Wstawiajac kolejno otrzymane wyrazenia do wzoru (1), mamy
P(C) = P(A)- P(As|A1) - P(A3|A1 N Ag) - P(AgfAr N Ay N Ag) - -- - (2)
P(Ar1|A1NAsN - N Ags) - P(Bk|Ai N Ao M- N Agq).

Prawdopodobienstwa takich zdarzen warunkowych sg juz proste do znalezienia. Istotnie,

jezeli wiemy, ze za pierwszym razem wyciagnicto kule czarna, to prawdopodobienstwo
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wyciggniecia takiej samej w drugim losowaniu, tj. P(As|A;), jest réwne “=1. Dalej,
jezeli w pierwszych dwéch losowaniach wyciagnieto kule czarne, to prawdopodobienstwo
wylosowania czarnej za trzecim razem, tj. P(A3]4; N Ap), wynosi 2=2 itd...

Prawdopodobienstwo wyjecia kuli czarnej w (k — 1)-szym losowaniu, pod warunkiem ze w

poprzednich losowaniach wyciagano za kazdym razem kule czarna, tj. P(Ax_1|A; N AN

n—1—(k—2)

<o N Ak_2>, WynOSi m

W koncu, prawdopodobienstwo wyciagniecia za k-tym
razem kuli bialej, jezeli wiemy, ze wybierano same kule czarne, tj. P(Bi|A; N Ay N---N
Ak_1), jest réwne m Po wstawieniu do wzoru (2) i uproszczeniu, znajdujemy, ze
1
P(C) = —
Zadanie 2.2. Ze standardowej talii kart wybieramy trzy karty. Jakie jest
prawdopdobienstwo tego, ze:
(i) wsréd wylosowanych kart co najmniej dwie sa tego samego koloru jesli wiemy, ze
nie wa wsrod nich karty nizszej niz ,,0semka”?
(il) wérdéd wylosowanych kart co najwyzej dwie sa tego samego koloru lub najwyzsza

kartg jest ,dama’”?

Rozwigzanie. Okreslmy wspolna w obu przypadkach przestrzen zdarzen elementarnych
Q2 bedaca zbiorem 3-elementowych podzbioréow zbioru 52-elementowego oraz jej liczebnosé
Q| = (532)

Ad.(7) Wprowadzamy oznaczenia:
A - zdarzenie, ze co najmniej dwie z wylosowanych trzech kart sg jednakowego koloru,
B - zdarzenie, ze wsérod trzech wylosowanych kart, nie ma nizszych od ,6semki”.
Przypomnijmy wzér na prawdopodobienstwo warunkowe:

P(AN B)

P(AIB) = =L

oile P(B) # 0.

Aby znalezé liczebno$¢ zbioru zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A,
zsumujemy te przypadki, w ktérych dokladnie dwie karty sg jednakowego koloru oraz

te, w ktorych wszystkie trzy karty sa tego samego koloru:

13 13 13
Al=4- -3 4 - .
Potrzebujemy jednak wiedzy na temat mocy zbioru A N B. Uwzglednimy zatem w

powyzszym rozumowaniu, zamiast wszystkich 13 kart danego koloru (Pik, Karo, Kier
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lub Trefl), jedynie te, ktore sa co najmniej ,0semka”:

|AmB|:4.<;>.3.<I>+4.<;>.

Zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu B jest:

28
5= (3)
poniewaz talia uszczuplona o karty nizsze od ,6semki” zawiera 52 — 4 - 6 = 28 kart. Stad

AN B| 1904

P(A|B) = = .
(41B) |B] 3276

Ad.(i7) Najpierw oznaczenia:

C - zdarzenie, ze co najwyzej dwie z wylosowanych trzech kart sa jednakowego koloru,
D - zdarzenie, ze najwyzsza wylosowang karta jest ,dama”.

Poniewaz zdarzenie C' jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia, w ktérym wszystkie

wylosowane karty sa jednakowego koloru, to moc zdarzenia C' wynosi:

13

ol =014

) = 20956.

Aby zliczy¢ zdarzenia sprzyjajace zdarzeniu D, rozpatrzymy trzy roztaczne przypadki:

- Dq: wylosowano doktadnie jedna ,,dame” i dwie karty nizsze:
4 40
1 2 )

- Dy: wylosowano doktadnie dwie ,damy” i jedna karte nizsza:

) (%)

)
oo () (2)+( (2 () -

Poniewaz P(C' U D) = P(C) + P(D) — P(C N D), to pozostaje nam znalez¢ liczebnosé

- D3: wylosowano trzy ,damy”:

skad

zbioru zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu tacznemu C N D.
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Uwzglednijac najpierw w zdarzeniu D;, ze karty majg by¢ réznokolorowe lub dwie

sposrod wylosowanych trzech moga mie¢ wspélny kolor, dostajemy:

o= (o)o(3)- (1) (0)- (7)) () +(2)

co odpowiada kolejno sytuacjom, w ktorych: (a) wszystkie trzy karty sa réznokolorowe,
(b) ’dama’ z jedna nizsza od siebie karta jest tego samego koloru oraz (c) dwie karty nizsze

(niebedace damami) sa jednokolorowe.

Podobnie
4 10 4 10
aner=(3)2(7) + (o) 2(7)

co odpowiada pzypadkom, w ktorych kolejno: (a) wszystkie karty sa réznego koloru oraz

(b) jedna nizsza karta jest koloru jednej z wylosowanych dam.

W koncu
4
panel =104l = 3).

poniewaz zbiér zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu Ds jest podzbiorem C'.

Podsumowujac
|CND|=|CNDi|+|CN Dy +|CN D3| =2940 + 240 + 4 = 3184.

Zatem

ICUD|=|C|+ |D| —|CnN D| = 20956 + 3364 — 3184 = 21136,

a to oznacza, ze

21136

Zadanie 2.3. Dane sg trzy pudetka, o ktéych wiadomo, ze w pierwszym sa dwie kule biate,

w drugim jedna czarna i jedna biata, a w trzecim dwie kule czarne. Zaktadamy, ze wybor

kazdego kolejnego pudta jest dwa razy mniej prawdopodobny, niz wybér poprzedniego.
Do losowo wskazanego pudetka wktadamy kule biala, po czym wyjmujemy z niego

jedna kule. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest to kula biata?

Rozwigzanie. Wylosowanie kuli biatej zalezy od tego, do ktérego pudetka powedruje
dodatkowa kula biata. Jest jasne, ze moze ona trafi¢ do pudeta pierwszego (oznaczmy to

zdarzenie By), drugiego (zdarzeenie By) lub trzeciego (zdarzenie Bj).
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Niech €2 oznacza przestrzen zdarzen elementarnych, polegajacych na wyborze pudia,
do ktorego trafi dodatkowa kula biata. Zdarzenia B, By, B3 sa wtedy przyktadem tzw.
rozbicia (podzialu) przestrzeni ). Istotnie, stanowia rodzine jej podzbioréw, taka, ze:

1. P(By)>0AP(By) >0A P(Bs) >0,

2. BBNBy,=0AB,NBs=0AByN B3 =10,

3. BiUByUB3 =1,

Stad, na mocy twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym (zupelnym), dla dowolnego

zdarzenia A,
P(A) = P(A|B1) - P(B1) + P(A|By) - P(Bz) + P(A[Bs) - P(Bs).

Niech A oznacza zdarzenie, ze na koncu wylosowano kule biata. Wtedy:

P(A|By) = 1, poniewaz w pudle I, przy zatozeniu zajscia zdarzenia B, znajduja sie same
kule biate;

P(A|B;) = 2/3, poniewaz przy zalozeniu zajScia zdarzenia Bs, sklad pudlta I to dwie
kule biate i jedna czarna;

P(A|B;) = 1/3, poniewaz przy zalozeniu zajscia zdarzenia Bj, sktad pudla III to dwie

kule czarne i jedna biata. Ponadto, z tresci zadania wynika, ze
P(By) =1/2- P(By) A P(Bs) =1/2- P(B,),

a poniewaz

BlLJBQUBg:Q,

to P(By) = 2, P(B,) = 2 oraz P(Bs) = +. Ostatecznie dostajemy wiec

17

1 1
P(A)=1- Soo=h
(4) +3 7 21

[SVIN )
o

+

| =~

Zadanie 2.4. W pudetku znajduje sie 7 kul biatych, 4 czarne i 3 zielone. Rzucamy
dwukrotnie sze$cienng kostka do gry, po czym wyjmujemy z pudetka o jedna kule
wiecej niz wynosi reszta z dzielenia sumy wyrzuconych oczek przez 3. Jakie jest

prawdopodobienstwo, ze wérod wylosowanych kul jest co najmniej jedna zielona?

Rozwigzanie. Wprowadzmy oznaczenia:
A - zdarzenie, ze wéréd wylosowanych kul jest co najmniej jedna zielona,

By - zdarzenie, ze reszta z dzielenia sumy wyrzuconych oczek przez 3 wynosi 0,
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Bs - zdarzenie, ze reszta z dzielenia sumy wyrzuconych oczek przez 3 wynosi 1,

B3 - zdarzenie, ze reszta z dzielenia sumy wyrzuconych oczek przez 3 wynosi 2.

Poniewaz zdarzenia By, By, Bs stanowia podzial (w mysl definicji przypomnianej w
zadaniu poprzednim) przestrzeni {1 zdarzen elementarnych polegajacych na dwukrotnym

rzucie kostka do gry, to ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite dostajemy
P(A) = P(A|By) - P(B1) + P(A|By) - P(Ba) + P(A|Bs) - P(B3).

Reszty z dzielenia uzyskane po dwukrotnym rzucie kostka przedstawia ponizsza tabelka:

II rzut
Irzut |1 2 3 4 5 6
1 (2 01201
2 o120 1 2
3 |1 201 2 0
4 |2 01 2 0 1
5 |01 20 1 2
6 |1 201 2 0
Stad,
P(By) = P(B) = P(By) =

W przypadku realizacji scenariusza Bj, losujemy jedna kule. Prawdopodobienstwo, ze

bedzie to kula zielona wynosi

3
3
Pl — 0 3
( | 1) (14) 14
1
Jezeli zajdzie zdarzenie Bs, losujemy z pudia dwie kule. Prawdpodobienstwo, ze co

najmniej jedna bedzie zielona wynosi

g~ W ()6 s
(A]By) 6 .

Gdy natomiast zrealizuje si¢ scenariusz Bs, losujemy trzy kule. Prawdpodobienstwo, ze

co najmniej jedna bedzie zielona wynosi wtedy

3) . (11 3\ (11 3
P(A|B;) = ) (2)+((1})) (2)+ ) ::1))23
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Wobec tego

31 36 1 199 1
. I T P
123 o1 3 360 37 0383

P(A)
Zadanie 2.5. Test na obecnos¢ pewnego wirusa daje wynik pozytywny =z
prawdopodobienstwem 0.84 a negatywny z prawdopodobienstwem 0.16, jesli wirus
rzeczywiscie jest w organizmie. Jezeli wirusa w organizmie nie ma, prawdopodobienstwo
wyniku pozytywnego jest rowne 0.04. Zaktada sie, ze 1 procent populacji jest nosicielem

wirusa. Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana osoba jest istotnie zarazona, jezeli

wiadomo, ze test dal wynik negatywny.

Rozwigzanie. Postawione pytanie wydaje sie mie¢ zaburzong chronologie zdarzen. Czy
mozna pyta¢ o prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia wczesniejszego pod warunkiem,
ze znamy wynik zdarzenia pézniejszego? Mozna. Méwimy wtedy o prawdopodobienstwie
"a posteriori’; tj. o prawdopodobienstwie zdarzenia okreslonym po wzbogaceniau wiedzy
(o tym do$wiadczeniu) na bazie obserwacji pdzniejszych wzgledem niego. Wzér Bayesa
pozwala nam odwrdci¢ kolejnos¢é warunkowania, powracajac do bardziej naturalnego
pytania o prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia pozniejszego w zaleznosci od tego, co
stalo si¢ wczesniej.

Wprowadzmy oznaczenia:

A - zdarzenie, ze losowo wybrana z populacji osoba jest nosicielem wirusa,

By - zdarzenie, ze przeprowadzony test dat wynik pozytywny,

B, - zdarzenie, ze przeprowadzony test dat wynik negatywny.

Z tresci zadania wiemy, ze P(B;|A) = 0.84, P(Bs]A) = 0.16 oraz P(A) = 0.01.
Ponadto P(B;|A’) = 0.04, gdzie A’ oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A.
Prawdopodobienstwo negatywnego wyniku testu u osoby zdrowiej wynosi P(By|A’) =

0.96. Ze wzoru Bayesa
P(By|A) - P(A)
P(By)

natomiast szanse¢ otrzymania negatywnego wyniku testu znajdujemy uzywajac wzoru na

P(A[By) =

prawdopodobienstwo catkowite
P(Bs) = P(By|A) - P(A) + P(By|A") - P(A") = 0.16 - 0.01 + 0.96 - 0.99.

Podstawiajac do wzoru, otrzymujemy
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0.16 - 0.01

P(A|B,) =
(4]B2) 0.16 - 0.01 + 0.96 - 0.99

= 0.001680672.

Zadanie 2.6. Rzucamy symetryczng moneta. Ile rzutéw mnalezy wykona¢, aby

prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej 1 orta byto wigksze niz 0.997

Rozwigzanie. Doswiadczenie losowe, ktorego realizacja ma charakter binarny nazywamy
proba Bernoulliego. Takie doswiadczenie konczy sie na jeden z dwoch mozliwych
sposobéw, nazywanych umownie "sukcesem” lub "porazka’. Ciag przeprowadzonych
niezaleznie n prob Bernoulliego to tzw. schemat Bernoulliego, w ktorym S,, oznacza liczbe
uzyskanych sukcesow.

Prawdopodobienstwo uzyskania k sukceséw, gdzie k € {0, 1,...,n}, w schemacie n préb

Bernoulliego z prawdopodobienstwem p sukcesu w pojedynczej probie, wynosi

P(S, = k) = (Z)pk 1

Zadanie polega na wskazaniu takiego n, by P(S, > 1) > 0.99. Zdarzeniem przeciwnym

do omawianego jest to, ze nie wypadt zaden orzet. Zatem szukamy n, dla ktorego
1-P(S,=0)>099<1—(1/2)" > 0.99,
co jest prawdga dla liczb naturalnych n wiekszych lub réwnych 7.

Zadanie 2.7. Dwaj zawodnicy wykonuja po 5 rzutow karnych. Zawodnik pierwszy strzela
karnego z prawdopodobienstwem 0,8 i pudtuje z prawdopodobienstwem 0.2, zawodnik
drugi strzela karnego z prawdopodobienstwem 0.9 i pudtuje z prawdopodobienstwem 0, 1.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zawodnik pierwszy strzeli wiecej goli niz zawodnik

drugi?

Rozwigzanie. Wprowadzmy oznaczenia:

S2 - liczba skutecznych strzaléw z rzutu karnego w wykonaniu pierwszego zawodnika,
SB _ liczba skutecznych strzaléw z rzutu karnego w wykonaniu drugiego zawodnika,
pa - prawdopodobienstwo skutecznie oddanego strzatu przez pierwszego zawodnika,
pp - prawdopodobienstwo skutecznie oddanego strzatu przez drugiego zawodnika.

Szukamy prawdopodobienstwa P(S2 > S5).
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Interesujace nas zdarzenie mozna przedstawi¢ w postaci sumy parami wykluczajacych sie

zdarzen tacznych

{58 >89} = {Sf=1n{s=0}U (3)
(S =2yn{SP=0lu{ss=2}n{sP=11u
{S=3yn{SP=0lu{sd=3}n{SP=11u{S!=3}n{sP=21u
(St =4}n{SEP=0}u{Sd =4}n{SB=1}u.. u{Si=4}n{sE=3}uU
{2 =51n{SP=0}u{ss =5}n{SE =1}u..u{Ss =5}n{SE =4}.

Pozostaje uwzglednié¢ fakt, ze zawodnicy oddaja strzaly niezaleznie od siebie (co pozwala
przedstawi¢ prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen jako iloczyn prawdopodobienstw

kazdego z nich) i zastosowaé wzory

P(Sg)4 =k)= (Z)pﬁ (1 —pA)‘E”k, dla pa =0.8 oraz k € {1,2,3,4,5},

5\ . .
P(S5B :]) - (])pJB ’ (1 _pB>5_J7dlapB =0.9 oraz j € {Oa1727374}'

P(Si > SB) = (4)
P(S2=1)-P(SEZ =0) +
P(S#=2)-P(SP=0)+P(S#=2)-P(SP=1)+
P(S3' =3)- P(S§ =0)+ P(83' =3)- P(S7 = 1) + P(8;' =3) - P(S5 =2) +
P(S2=4)-P(SP=0)+P(S =4)-P(SZ =1)+ ... + P(S2 =4)- P(S? =3) +
P(S4 =5)- P(SF = 0)+ P(S# = 5)- PSP = 1) + ..+ P(S8 =5) - P(SF = 4) =
0.169331
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3. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Zadania w tej czedci dotycza badania przebiegu zmienno$ci funkcji. Jesli nie jest
podana dziedzina funkcji oznacza to, ze nalezy uwzgledni¢ jej dziedzine naturalng. W
kazdym zadaniu przedstawiony jest wykres badanej funkcji, na ktérym dodatkowo (w
zadaniach 3.1-3.8) zaznaczono na czerwono ekstrema lokalne, a na niebiesko punkty

przegiecia, czyli punkty, w ktérych funkcja zmienia swoj charakter z wypuktej na wklesty

lub odwrotnie.
Zadanie 3.1. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji f(x) = 23 — 32% — 9z + 1.

Rozwigzanie. Dziedzina naturalna Dy = R, poniewaz f jest wielomianem, a wigc funkcja

dobrze okreslong dla kazdego = € R. Granice f w 4001 w —o0 réwne sg

. T 3 2 R
th ?(.CC) = th T (1 5 -+ 3> = 400

oraz

1
lim f(z)= lim x3(1—3—9+>:—oo.

r——00 r——00
Na podstawie tych informacji wnioskujemy, ze f ma co najmniej jedno miejsce zerowe
oraz, z uwagi na ciggtos¢, mamy f(D;) = R. Ponadto, tatwo stad wyciagna¢ wniosek, ze
kazdy wielomian stopnia nieparzystego posiada co najmiej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Nastepnie zauwazmy, ze

1
lim M: lim x2<1—3—9+>=+oo,

x—too z—+o00 €T 22 3
wiec f nie posiada asymptot ukosnych.
Uwaga. Z powyzszego wynika, ze dowolny wielomian stopnia co najmniej drugiego nie

posiada asymptot ukosnych. Doktadniej, granice lim, @, lim, @, gdzie

f(l’) =a,x" + an_la:”_l +...+ax+a, n=2 a, 7é 0, (5)

sg rowne 400 lub —oo. Przypomnijmy, ze prosta y = ax+0b jest asymptota ukosng krzywej

f w 400, jesli spelniony jest warunek

lim (f(z) —azx —b) =0.

T——+00

Wspotezynniki a i b obliczamy woéwczas ze wzorow

T C) I
o= i T0 b= i (/) ).
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Asymptote ukosng w —oo okredla sie analogicznie.

Obliczamy pierwsza pochodna
fl(x) =32 — 62 — 9 =3(x + 1)(x — 3)

i nastepnie badamy jej znak. Zauwazmy, ze f'(z) > 0dlaz € (—oo, —1)U(3, +0), z czego
wynika, ze f jest rosnaca w przedziatach (—oo, —1), (3,+00). Natomiast w przedziale
(—1,3) mamy f’(z) < 0 i funkcja jest tutaj malejaca. Analiza ta pokazuje, ze Tpin = 3,
Tmae = —1 oraz f(—=1) =6 >0, f(3) = —26 < 0. Wynika stad w szczegélnosci, ze f ma
trzy pierwiastki rzeczywiste. Poniewaz f(1) # 01 f(—1) # 0, to f nie posiada pierwiastkéw

wymiernych. Dodajmy w tym miejscu, ze jesli liczba wymierna Ta’ jest pierwiastkiem
wielomianu o wspétczynnikach catkowitych, patrz (5), to wtedy p dzieli ap, natomiast
q dzieli a,,. W naszym przypadku a3 = 1, ag = 1, a wigc mozliwe pierwiastki wymierne to
11 —1, ktore nie zeruja naszej funkcji.

Do wyznaczenia miejsc zerowych f mozna wykorzystaé metody przyblizone. W
tym celu uzyjemy MATLAB. Za pomoca polecen p = [1 -3 -9 1] (wspdlezynniki
wielomianu); r = roots(p) (obliczenie pierwiastkow) otrzymujemy: 27 ~ —1.93, 25 ~ 0.1
T3 =~ 4.82.

Druga pochodna f”(z) = 6(x — 1). Stad f"(z) > 0 dla z € (1,400) 1 f"(x) < 0 dla
x € (—oo,1). Zatem f jest wypukla w (1,400) i wklesta w (—o0,1). Ponadto f”(z) =0
dla z =11 jest to punkt przegiecia funkc;ji.

Obliczamy f(—=z) w celu zbadania parzystosci lub nieparzystosci,
f(=z) = (=2)* = 3(=2)* = 9(—2) + 1 = —2® — 32® + 9z + 1,

wiec f(—x) # f(z) i f(—z) # —f(z). Zatem f nie jest funkcja parzysta i nie jest funkcja
nieparzysta. Wykres f przedstawiony jest na Rysunku 1.

Zadanie 3.2. Zbada¢é przebieg zmiennosci funkcji
f(z) =a(x+2)(z —1)? = 2* — 32 + 2.

Rozwigzanie. Rozwazana funkcja jest wielomianem wiec, tak jak z zadaniu 3.1, Dy = R.

Obliczamy granice w 400 i w —00

3 2
lim f(z) = lim at (1_74_7) = +o00.
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20 1

10 -8 -6 -4

—40 |

Rysunek 1. Wykres funkcji z zadania 3.1.

Na tym etapie nie mozna jeszcze wyznaczy¢ przeciwdziedziny funkeji, czyli f(Dy).
Potrzebne sa informacje dotyczace ekstremow lokalnych. Informacje te uzyskamy z
pierwszej pochodnej, ktéra wynosi f'(z) = 423 — 62 + 2. Poniewaz f’(1) = 0, to funkcje

tg mozna przedstawi¢ w postaci

f'(@) = 4z = z)(w — w2) (7 — 73),

gdzie z; = _1;‘/3 ~ —1.36, 2y = 4%*/5 ~ 0.36, z3 = 1. Zatem f'(z) > 0 dla
r € (x1,22) U (x3,+00) oraz f'(z) < 0 dla z € (—o0,x1) U (22,23). Oznacza to, ze f
rosnie w przedziatach (1, z3), (z3, +00) i maleje w (—o0, x1), (22, x3). Maksimum lokalne
osiagniete jest w punkcie xo, natomiast minima lokalne w punktach x;, x3. Podstawiajac
otrzymujemy f(z,) = ’9%6‘/5 ~—4.84, f(xg) = ’9%6\/5 ~ 0.34, f(z3) =0.

Druga pochodna f”(z) = 6(222 — 1), ktéra zapisujemy w postaci
f(z) =12(z + ?)(w - g)

Stad f"(xz) > 0dlaz € (—o0, —@)u(?, +00) 1 f"(z) < 0dlaz € (—%, g) Funkcja jest

wiec wypukta w przedziatach (—oo, —g), (?, +00) i wklesta w (=2, ¥2). W rezultacie,
punkty x; = g i1y = —g sa punktami przegiecia rozwazanej funkcji.

7 naszej analizy wynika, ze zbior wartoéci f to przedziat [’9%6\/5, +00). Podobnie jak
w zadaniu 3.1, f nie jest parzysta i nie jest nieparzysta. Wykres przedstawiony jest na

Rysunku 2.

Zadanie 3.3. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji
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Rysunek 2. Wykres funkcji z zadania 3.2.
Rozwigzanie. Poniewaz wyr6znik tréjmianu 22 +z +1 jest ujemny, A = 1—4 = —3 < 0,

wiec Dy = R. Innymi stowy, mianownik nigdy nie jest zerem. Ponadto, z ujemnosci A
wynika nieréwno$¢ z < x? + x + 1, a zatem f(x) < 1, dla kazdego z € R. Obliczamy

granice

lim f(z)= 1l b =0

z—too 1:—1>I:Eloom—’—]_—|—% a
Zatem prosta y = 0 jest asymptota pozioma f w +00 i w —o0, czyli obustronng. Wynika
stad takze, ze f nie ma asymptoty ukosnej. Dodajmy, ze asymptota y = 0 jest szczegdlnym
przypadkiem prostej y = ax + b, gdy a = 0, a wigc szczegbdlnym przypadkiem asymptoty
ukosnej. Pochodng f obliczamy ze wzoru na pochodng ilorazu dwoch funkcji

() - (e*+z4+1)—z-(®+x+1)  —2*+1
(2 +x+1)2 (212

f'(x) =

Zatem f'(z) > 0dlaz € (—1,1) oraz f'(z) < 0 dla z € (—o00,—1) U (1,400). Pochodna
zeruje sie w dwoch punktach i zmienia w nich znak. Sg to x,,;, = —11 T, = 1. Ponadto,
f(=1) = =1, f(1) = 3. Druga pochodng obliczamy takze ze wzoru na pochodng ilorazu i

PO uproszczeniu otrzymujemy

() = 2(x® — 3x — 1)'
(2 +x+1)3
Niech g(x) = x* — 3z — 1. Miejsca zerowe ¢ sa jednoczeénie miejscami zerowymi f”.

Poniewaz ¢ nie posiada pierwiastkow wymiernych, patrz zadanie 3.1, wiec do wyznaczenia
jej miejsc zerowych wykorzystamy metody przyblizone. Zauwazmy najpierw, ze ¢'(x) =
3(z* — 1) i stad g posiada dwa ekstrema lokalne w punktach —1 i 1. Poniewaz g(—1) =

WWW.VIACARPATIA.PRO 24

DOFINANSOWANO ZE SRODKOW BUDZETU PANSTWA
DOTACJA CELOWA MINISTRA EDUKACJI | NAUKI
,Politechniczna Sie¢ VIA CARPATIA

im. Prezydenta RP Lecha Kaczyriskiego”

Minister
v Edukacji i Nauki

~ Ministerstwo

" Edukacji i Nauki




PENPRESIPEN R Politechnika [:][1 Gsesa )] pourrecmaa
VIA CARPATIA Biatostocka [ raeszowsi

im. IGNACEGO LUKASIEWICZA

1 >01g(l) = -3 < 0, wiec g ma trzy pierwiastki rzeczywiste i mozna ja zapisa¢ w
postaci

9(x) = (x — 1) (x — 22)(x — 3).
Uzywajac ponownie programu MATLAB oraz polecen p = [1 0 -3 -1]; r = roots(p),
otrzymujemy: r1 ~ —1.53, x5 &~ —0.34, x3 =~ 1.87. Sg to jednocze$nie punkty przegiecia f.
Funkcja f jest wiec wypukla w przedziatach (z1,x), (23, +00) 1 wklesta w przedziatach
(=00, 1), (22, 23). Przeciwdziedzina f to f(Dy) = [—1, 5. Obliczajac f(—x) stwierdzamy,

ze f nie jest parzysta i nie jest nieparzysta.

1,,

0.5 1

—-1.5+

Rysunek 3. Wykres funkcji z zadania 3.3.

Zadanie 3.4. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji

2

T 1
= = 1 .
f(z) " x + +x—1

Rozwigzanie. Dziedzina naturalng tej funkcji jest Dy = R\ {1}, poniewaz dla z =1
mamy wyrazenie nieoznaczone 1/0. Granice jednostronne w tym punkcie wynosza

x? x?

lim =400, lim = —00,
=1+ — 1 z—1-g — 1

a wiec prosta x = 1 jest asymptotg pionowa f.

Badamy istnienie asymptot ukosnych. Zaczynamy od granicy

(G0 D SR

a= lim —= = lim =
T—+oo z—too p — | z—doo ] — &
x
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1 nastepnie
b= lim (f(z) —ax)= lim oo

r—+oo z—doo p — 1 o

Zatem prosta y = x + 1 jest asymptota ukosng obustronng f. Pierwsza pochodna

oy (@) (-1 =2 (e —1)  2*—22  x(x—2)
fle) = (@—1) T@-12 (@-12

Zatem f'(x) > 0 dla z € (—00,0) U (2,400) oraz f'(z) < 0 dlaz € (0,2) \ {1}. Funkcja
f jest wigc rosnaca w przedziatach (—o0,0), (2,+00) i malejaca w (0, 1), (1,2). Ponadto
Tmaz = 01 Zpin = 2 oraz f(0) =0, f(2) = 4. Druga pochodna f dana jest wzorem

1" 2
f ({L‘) = (37—71)3’ S Df.

Zatem f"(x) > 0dlaxz > 11 f"(x) <0, jesli z < 1. Stad f jest wypukta w przedziale
(1,4+00) i wklesta w (—o0, 1). Druga pochodna nie zeruje sie zadnym punkcie, wiec f nie
ma punktow przegiecia. Badamy parzystosé /nieparzystosé

x? x?

zatem rozwazana funkcja nie jest parzysta i nie jest nieparzysta. Zbiér wartodci to

(—00,0] U [4, +00). Wykres przedstawiony jest na Rysunku 4.

Uwaga. W tym zadaniu przeciwdziedzine mozna wyznaczy¢ bezposrednio. Mianowicie,

zgodnie z definicja y € f(Dy), jesli istnieje x € Dy, dla ktérego y = f(x). Rozwigzujac
2

rownanie y = -5 wzgledem x otrzymujemy réwnanie kwadratowe 22 —azy+y = 0.

Réwnanie to ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0, gdzie

A=y’ —dy=y(y—4).
Zatem jesli y € (—o0,0] U [4,+00), to y = f(z), dla pewnego x € Dy.
Zadanie 3.5. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkeji f(z) = zv/1 — 22

Rozwigzanie. Wyrazenie pod pierwiastkiem, czyli 1 — 22, powinno by¢ nieujemne, zatem
? < 1istad Dy = [—1,1]. Z uwagi na ograniczonos¢ dziedziny, funkcja ta nie posiada
asymptot ukosnych. Nie posiada takze asymptot pionowych.

Korzystajac ze wzoru na pochodna iloczynu dwoch funkeji, (gh) = ¢’h+gh’, dostajemy

2 1242
Fla)y=1-Vi—22+z- Sl T ze(-1,1)
2V/1 — 22 /1 —a?
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Rysunek 4. Wykres funkcji z zadania 3.4.

Zatem f'(xz) > 0 dla x € (—?, ?) i w tym przedziale funkcja jest rosngca. Natomiast

f'(z) < 0 w przedziatach (—1, —g), (?, 1), gdzie f jest malejaca. Ponadto @, = —g,

Tmaz = ? i wartosci w tych punktach wynosza odpwoiednio —% i % Obliczajac druga
pochodng otrzymamy
2272 — 3
0 P i P S
(1 —a2)3

Z réwnania 22° — 3 = 0 wynika, ze ¥ = j:\/g i zauwazmy, ze wartosci te nie naleza do
dziedziny funkcji. Latwo widaé, ze 222 — 3 < 0 dla x € Dy, zatem f”(x) > 0 w przedziale
(=1,0) i f"(xz) < 0 dla = € (0,1). Punkt z = 0 jest wiec punktem przegiecia f, tzn. f
zmienia swoj charakter z wypuktej na wklesta, patrz Rysunek 5.

Badamy parzystos$¢ lub nieparzystosé. Obliczamy f(—x)

fl=2) = =2/l = (=2)* = —av1 — 2% = — f(2),

a wice f jest nieparzysta. Zbiér wartosci f to przedzial [—1, 1],

2

Zadanie 3.6. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji f(x) = z°e~* na zbiorze Dy = [0, +00).

Rozwigzanie. Zaczynamy od obliczenia pierwszej pochodne;j
flir)=20-e*+2° (e ") =2z —2%)e “ =2(2 —2)e ™.

Poniewaz e > 0 dla kazdego = € R, to f'(z) > 0 dla = € (0,2) i funkcja jest w tym

przedziale rosnaca. Podobnie f/'(z) < 0 dla z € (2,+00) i f jest malejaca. Zatem 4, = 2
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Rysunek 5. Wykres funkcji z zadania 3.5.

i f(2) = 4e~*. Obliczamy drugg pochodna
f'(x)=2-2z) e+ (2r —2%) - (—e™*) = (z° — da + 2)e "

Miejsca zerowe drugiej pochodnej to z; = 2 — /2, x5 = 2 + /2. Zatem f"(z) > 0 w
przedziatach (0, 1), (9, 4+00) 1 f"(z) < 0 dla & € (z1,23). Punkty te sa wiec punktami
przegiecia f. W ;1 funkcja zmiena sie z wypuktej na wklesta, a w x5 z wklestej na wypukta.

Obliczamy granice f w +o0o. Poniewaz otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone +0oo - 0,

wiec przeksztatcamy je do postaci % i stosujemy dwukrotnie regute de I’Hospitala
2
T 2x 2
lim —Z lim =2 im = =0, (6)
r—+o00 eT r—-+o0 ¥ T—+o00 ¥

Prosta y = 0 jest zatem asymptota pozioma tej funkcji. Poniewaz dziedzina f nie jest
symetryczna wzgledem = = 0, to funkcja ta nie jest parzysta i nie jest nieparzysta.
Zauwazmy ponadto, ze gdybysmy rozwazyli f takze dla x < 0, to f rowniez nie bylaby

parzysta lub nieparzysta. Wynika to z faktu, ze f(—z) = x%e® i wyrazenie to nie jest

2

réwne z2e~? ani —z%e~®. Wykres f przedstawiony jest na Rysunku 6.

Uwaga. Na podstawie (6) wnioskujemy, ze jesli w(z) jest dowolnym wielomianem, patrz

(5), to

tim 2 g,
r—+oo et

Wynika to =z kilkukrotnego zastosowania regutly de ['Hospitala do wyrazenia

nieoznaczonego % oraz faktu, ze wielomian posiada tylko skonczong ilo$¢ niezerowych
pochodnych.
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Rysunek 6. Wykres funkcji z zadania 3.6.

Zadanie 3.7. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji f(x) = z® na zbiorze Dy = (0, 2].

Rozwigzanie. Przeksztalcamy f do wygodniejszej postaci wyktadniczej, zgodnie ze

wzorem a’ = 198 Zatem

x

f(l’) — elna; — eacln;r‘

Ze wzoru na pochodng funkcji ztozonej (e9®)) = ¢/(z) - €9 otrzymujemy
f/(l') — exlnx A (IH.TL' + - %) — exlnx . (lnx + 1)

Stad f'(z) > 0 wtedy, gdy Inz > —1, czyli dla x € (e™!,2). W tym przedziale funkcja jest
rosngca. Podobnie f/(z) < 0dlaz € (0,e7!) i f jest tutaj malejaca. Zatem z = e~! ~ 0.36
jest minimum lokalnym i f(e™!) ~ 0.69.

Druga pochodna dana jest wzorem

1
f(x) = e*ne (1nx—|—1)2+5 , x>0.

Zatem f”(x) > 0 dla kazdego x € Dy i f jest wypukla na swojej dziedzinie.
W celu obliczenia granicy prawostronnej f w punkcie x = 0, wyznaczymy najpierw
granice prawostronng wyrazenia xlnx. Jest to wyrazenie nieoznaczone 0 - oo, ktore

przeksztatcamy do postaci 22 i stosujemy do niego regute de 'Hospitala

Inx H =
lim zlnz = lim —— = lim —%- = lim (—z) = 0. (7)
z—0+ z—04+ = z—0+ — = x—0+
X X
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Nastepnie, z uwagi na ciggtoé¢ funkeji wyktadniczej, mamy

lim 2% = lim e =e

zlnz limg—o4 zlnz _ 60 —1. (8)
z—0+ z—0+

Wynika stad, ze f mozna przedtuzy¢ naturalnie do funkeji ciaglej na przedziale [0, 2]

przyjmujac f(0) = 1, patrz Rysunek 7. Dziedzina f, podobnie jak w zadaniu 3.6, nie

jest symetryczna wzgledem x = 0, zatem funkcja nie jest parzysta i nie jest nieparzysta.

Jednak w przeciwienstwie do funkcji z poprzedniego zadania, funkcja x* nie jest dobrze
1

okreslona dla wszystkich x < 0. Na przyktad, dla * = —3 otrzymujemy wyrazenie

2
nieokreslone 1/v/—2.

B

05 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Rysunek 7. Wykres funkcji z zadania 3.7.

Przypomnijmy w tym miejscu, ze f nazywamy funkcja ciagta w przedziale (a,b), jesli
lim, .., f(x) = f(xo), dla kazdego z¢ € (a,b). W tym przypadku dla dowolnego zbieznego

ciagu liczbowego (a,), gdzie a, € (a,b), zachodzi réwnosé

lim f(a,) = f( lim a,). (9)

n—-+o0o n—-+oo

Zatem (8) jest szczegélnym przypadkiem (9), gdzie f(x) = e, ktora jest ciagla na
rozwazanym przedziale. Intuicyjnie warunek (9) wyraza fakt, ze w przypadku funkeji

ciagtej z granica mozna wejs¢ do argumentu.
Zadanie 3.8. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji

f(z) = —xlogyx — (1 —x)logy(1 —x), x€(0,1).
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Rozwigzanie. Wyobrazmy sobie monete, dla ktorej prawdopodobienstwo wyrzucenia

orta wynosi z, natomiast reszki 1 — z. Wéwczas f(z) jest entropia tego dwupunktowego

Inz

rozktadu prawdopodobienstwa. Wykorzystujac wzor log,z = zapisujemy [ w

In2
tatwiejszej do rozniczkowania, rownowaznej postaci
1
flz) = By [xlnz + (1 —2)In(1 —2)].
Zauwazmy, ze z (7) wynika lim, o f(z) = 0 i lim, ,,_ f(z) = 0. Zatem f mozna

przedtuzy¢ naturalnie w sposéb ciaglty do przedziatu [0, 1], patrz Rysunek 8.
Pierwsza pochodna dana jest wzorem

oy L (] — ) 1= L z
fl(x) = 1n2[1n:c—|—1 In(l—2)—1] = 1r1211r1(1_$>.

Wynika stad, ze f'(z) = 0, jesli %= =1, czyli = 3. Poniewaz In 2 & 0.69, wicc f'(z) > 0

dla z € (0, 3) i wynika to z nastepujacych réwnowaznosci

1
f(x)>0 < ln<1x <1l & z <5

— X

<0 =
) 1—2z

Zatem f'(x) < 0 w przedziale (3, 1) oraz Zmq, = 3. Ponadto, f(3) = 11 jest to najwicksza
warto$¢ f w tym przedziale. Najwickszg entropie ma wiec moneta uczciwa. Zwrdéémy

uwage na granice pochodnej

1 x
. ! - .
xlir&f (z) = In2 xli)r& I (1 -

) = +00.
Oznacza to, ze styczna do wykresu f zbliza sie, gdy x dazy do zera, do prostej pionowej
x = 0. Podobnie obliczamy lim,_,;_ f'(x) = —oo i oznacza to, ze styczna zbliza sie do

prostej x = 1. Druga pochodna f ma postaé

f//()__1<1+ 1 >__1 71
T T2\ T1-2) T T2 z(1—x)

i widaé, ze f”(x) < 0 dla kazdego x € (0, 1). Funkcja jest zatem wklesta. Wida¢ ponadto,
ze wykres f jest symetryczny wzgledem prostej z = %, czyli f(x) = f(1 —x).

Zadanie 3.9. Zbadaé przebieg zmiennoéci funkcji f(x) = 2e”1 cosz na zbiorze D; =

[0, 8.

Rozwigzanie. Przede wszystkim zauwazmy, ze f jest dobrze okreslona dla kazdego x € R

oraz, z uwagi na nierownos¢ | cos x| < 1, mamy

lim |f(z)] <2 lim e 12 =0.
T——+00 T——+00
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1.5 %

-04 -0.2 1.2 14

—0.5 "

Rysunek 8. Wykres funkcji z zadania 3.8.

Zatem f jako catos¢ ,maleje” do zera w +o0. Przedzialy monotonicznosci wyznaczymy z

pierwszej pochodnej, ktéra dana jest wzorem

f'(z) = —2(35 cosz +sinx)e 1.
Miejsca zerowe [’ znajdujemy rozwigzujac réwnanie sinx = —é cosx lub rownowaznie
tgx = —%. Rozwigzanie ogdlne tego rownania ma posta¢ x, = xg + kmw, k € 7Z, gdzie
zo = arctan(—3;) ~ —0.08. Poniewaz 8t ~ 25.13, to w przedziale [0,87] mamy 8

rozwigzan: xr; ~ 3.05, x9 ~ 6.2, x3 ~ 9.34, x4 ~ 1248, x5 ~ 15.62, x4 ~ 18.76,

r7 ~ 21.9, zg &~ 25.05. Nastepnie zauwazmy, ze f'(x) > 0, jesli sinx < —1—12 COS .

Ostatnig nier6wno$¢ rozwigzujemy rozpatrujac dwa przypadki. W pierwszym tg x < —é

z warunkiem cosx > 0, a w drugim tg z > —% z warunkiem cosz < 0. Stad ogoélnie
r € (1 + 2km,x9 + 2km). Zatem f jest rosnaca w przedziatach: (xy,z2), (3,24) ,
(x5,26), (x7,28). W rezultacie f jest malejaca w (0,x1), (22, x3), (z4,25), (26, z7). Stad
maksima lokalne f znajduja sie w punktach xo, = xo+ 2k7, a minima lokalne w punktach
Topr1 = To + (2k + 1)7, gdzie k € Z.

Obliczajac druga pochodng otrzymamy

f(z) = —2(3 cosz — tsinz)e 1.

143

Miejsca zerowe f” znajdujemy rozwigzujac rOwnanie sinx = cosx lub réwnowaznie

24
tg z = L. Rozwigzanie ogélne tego réwnania ma postaé xj, = z{ + km, k € Z, gdzie
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rp = arctan(42) ~ 1.4. W przedziale [0, 87] mamy wiec 8 rozwiazan: z(, &~ 3.05, 2} ~ 4.54,

xh A~ 7.68, o5 ~ 10.82, oy =~ 13.97, 25 ~ 17.11, xy ~ 20.25, a7 =~ 23.39.

Nastepnie, f”(x) > 0, jesli %cosx < gsin x. Tak jak wczesniej rozpatrujemy dwa

przypadki: tg z > % z warunkiem cosx > 0, a w drugim tg x < % z warunkiem
cosx < 0. Stad ogélnie = € (xf, + 2km, x| + 2k7) i funkcja jest w tych przedziatach
wypukla. Uwzgledniajac dziedzing sa to przedzialy: (zq, ), (24, 2%), (), z%), (xg, ah).
Przedzialy, w ktérych f jest wklesta sa nastepujace: (0,xy), (27, 25), (z5,2)), (2%, xf),

(«%,8m). Wykres f przedstawiony jest na Rysunku 9.

37

.
-2 v \y W 15 20Ne2 21 26 28 30

Rysunek 9. Wykres funkcji z zadania 3.9.

Uwaga. Zauwazmy, ze chociaz cosz jest funkcja okresowa o okresie 27, to f funkcja
okresowa nie jest. Wynika to stad, ze funkcja wyktadnicza e~ 1z jest malejaca. Natomiast
maksima lokalne f znajduja sie w punktach xy+ 2k7, gdzie k € Z i to one sa ”okresowe”.
Innymi stowy, f posiada maksima lokalne w punktach ”okresowych” o okresie 27. Jak
zauwazyliSmy wczesniej, wartosci funkcji w tych punktach maleja do zera. Podobnie jest
z minimami lokalnymi, punktami przegiecia, przedziatami monotonicznosci, wklestosci i

wypuktosci.
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4. Zastosowania rachunku rézniczkowego

Zadanie 4.1. Na jednej stronie ksigzki tekst powinien zajmowaé¢ 120 cm?. Jednoczesnie
prawy i lewy powinny mie¢ po 2 cm, a goérny i dolny po 3 cm. Jakie powinny by¢ wymiary

strony, aby zuzy¢ najmniej papieru do jej druku?

Rozwigzanie. Zal6zmy, ze strona ma wymiary  ¢cm na y cm.

x
2
> 120 Yy
3

Na marginesy musimy przeznaczy¢
2-3-2+42-2-(y—2-3) =6+ 4y — 24.
Oznacza to, ze
zy = 120 4+ 62 + 4y — 24 = 96 + 6x + 4y,
skad
y(x —4) =96 + 6z

lub réwnowaznie
B 96 + 6x

4 z—4

Zwrdéémy uwage, ze x nie moze by¢ réwne 4, poniewaz wtedy caltg strone zajmowatyby

marginesy.
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Pole jednej strony P jest zatem dane wzorem

96 + 6z
P(x) = > 4.
(@)=t
Musimy znalez¢ najmniejsza wartos¢ funkeji P. Mamy
480

Pr)=6—- ———

(@) = 6= o
wiec

480
P'(z) =0 = —— =6 — — 4)? = 80.

Rozwiazujac ostatnie réwnanie, oraz biorac pod uwage, ze x > 4, dostajemy
P'(x)=0 = x =z = 4(1 +V5).

Poniewaz P'(z) < 0 dla < zg oraz P'(z) > 0 dla & > =, to funkcja P osiaga w punkcie

o minimum globalne. Ponadto, dla x = xy, otrzymujemy
y=1yo=6(1+V5).

Zadanie 4.2. Wzdtuz osi uktadu wspotrzednych poruszaja sie dwa punkty. W chwili
poczatkowej maja odpowiednio wspétrzedne (—3,0) oraz (0, —2). Pierwszy z nich porusza
sie ze stalg predkoscig v; w kierunku dodatniej potosi Oz, drugi natomiast ze stalg
predkoscia vy w kierunku dodatniej potosi Oy. W jakiej chwili punkty te znajda sie
najblizej siebie?

Rozwigzanie. Dla ustalonego czasu t > 0 oznaczmy pierwsza wspoOlrzedng punktu
poruszajacego sie po osi Ox przez A(t), a druga wspdlrzedna punktu poruszajacego sie

po osi Oy przez B(t). Poniewaz poruszaja sie one ruchem jednostajnym, to

A(t) = —3+wut,  B(t)=—2+ vt

A y
. A (1 T
T - > >
-3 Sa A
d AN . V2
e B
924
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Odlegtos¢ miedzy tymi punktami w chwili ¢ jest rowna, zobacz rysunek,
d=d(t) =/A(t)? + B(t)%.

Musimy teraz znalez¢ minimum globalne funkcji d w zaleznosci od t. Mamy

&) = 2AMA(t) +2B(H)B'(E) _ vi(=3+vit) +va(=2+ vat)

2. JA(t)2 + B(t)? A(t)? + B(1)?2

Licznik ostatniego utamka jest rowny

t(v? + v3) — 3v; — 2us.

W konsekwencji
. 37}1 + 2U2

v} + v2

Poniewaz d'(t) < 0 dla t < ty oraz d'(t) > 0 dla t > ¢y, to w punkcie ¢y funkcja d ma

d(t)=0 = t=to

minimum globalne.

Zadanie 4.3. Dane sa trzy niewspétliniowe punkty A, B i C, dla ktérych ZABC = 7/3.
Z punktu A do punktu B wyrusza samochdd poruszajacy sie ze stala predkoscig vy,
a z punktu B do punktu C pociag jadacy ze stalg predkoscig vo. Zaktadajac, ze odlegtosé
miedzy A i B jest rowna d, oblicz w jakiej chwili odlegtos¢ miedzy samochodem i pociggiem
bedzie najmniejsza. Mozesz zalozyé¢, ze punkt C' lezy na tyle daleko od B, ze samoch6d

dotrze do punktu B zanim pociag dotrze do C.

Rozwigzanie. Mozemy przyjac, ze punkty A, B i C' umieszczono na ptaszczyznie, tak

jak na rysunku:

Jezeli dla ustalonej chwili ¢ > 0 przez A(t) oznaczymy potozenie samochodu, a przez B(t)

potozenie pociagu, to
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Poniewaz punkt A ma wspotrzedne d(1/2,v/3/2), to A(t) ma wspohrzedne
((d = tv1)(1/2,v3/2)).

W zwiazku z tym

0= (150 ) (B’

Poniewaz = +— +/z jest funkcja rosnaca, to wystarczy znalezé najmniejsza warto$é
wyrazenia pod pierwiastkiem. Oznaczmy je przez L(t). Wtedy
/ Uy 3, 5
L'(t) = (tvy + 2tvy — d) <2 + 02) + E(tvl —dvy) =
= 2t(v] + V3 + vyvy) — d(201 + vy).

Stad
2v1 + vy

L'(t)y=0 = t=ty=d :
®) 0 207 + 2035 + 2v1vy

Poniewaz L'(t) < 0 dla t <ty oraz L'(t) > 0 dla t > ty, to funkcja L osiaga w punkcie ¢,
minimum globalne.

Sposadb 2. Interesujacg nas dtugosé [ mozemy rowniez wyznaczy¢, wykorzystujac wzor
kosinusow. Odlegtosé punktu A(t) od punktu B jest réwna d — tvy, a odlegto$é punktu
B(t) od B wynosi tvy. Wynika stad, ze

(1) = (d — tv))? + (tvs)? — 2(d — ty)(tv2) cos g

co oczywiscie prowadzi do tego samego wyniku co wczesniej.

Zadanie 4.4. Pod wplywem sily ciazenia po réwni pochytej o dhugosci podstawy 1 m

toczy si¢ swobodnie (bez tarcia) kula.

lm

Przy jakim kacie nachylenia « czas staczania sie kuli ze szczytu bedzie najkrotszy?
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Rozwigzanie. Kula stacza sie po réwni ruchem jednostajnie przyspieszonym. Jej
przyspieszenie a dane jest wzorem

a = gsinq,

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Jednocze$nie droga s, ktora przebywa kula

7 przyspieszeniem a w czasie t jest rowna

W naszym przypadku

S = s
COS

wiec czas potrzebny na stoczenie sie kuli to

2
t=tla) = | ———.
gsin a cos «

Wystarczy teraz znalezé minimum funkcji ¢ na przedziale (0, 7/2).
Poniewaz funkcja x +— +/z jest rosngca, to wystarczy znalezé wartos$é «, dla ktorej
funkcja f: (0,7/2) — R dana wzorem f(«) = sin «acos a przyjmuje wartosé najwieksza.

2a—sin @, to f/(a) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 7/4. Ponadto

Poniewaz f'(a) = cos
f'(a) < 0dla a e (0,7/4) oraz f'(a) > 0 dla a € (n/4,7/2), wigc w punkcie o = 7/4

funkcja f osiaga maksimum globalne, a zatem funkcja ¢ osiaga warto$¢ najmniejsza.

Zadanie 4.5. Korytarz w budynku ma wymiary jak na ponizszym rysunku.

2 m

Jaka najwieksza dlugo$¢ moze mie¢ deska, ktéra chcemy przenie$¢ poziomo przez ten

korytarz?
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Rozwiagzanie. Przy ustalonym « € (0,7/2) dtugo$¢ odcinka L wynosi

2 4
L=Lla)=— —.
sina  sinf
','l 4 m
L\ 5
A
KA
2 m
Poniewaz 0 = 7/2 — a, to
2 4
L(a) = +

" sina cosa’
Musimy znalezé najmniejsza warto$é funkeji L na przedziale (0,7/2). Mamy

2cosa 4sina

sina cos?a’

L'(a)=—
wicc L'(a) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy cos® a = 2sin® a, czyli

1 ..
tg = — lub réwnowaznie a = oy = arc tg —=.

V2 V2
Poniewaz funkcja L dazy do +oo, gdy « dazy do 0 lub 7/2, to w punkcie o osiaga ona

minimum globalne. Oznacza to, ze deska moze mie¢ dtugosé
Lag) = V2(2 + V2)*? =~ 8.3.

Zadanie 4.6. Pewna firma zajmuje sie wypozyczaniem limuzyn. Wynagrodzenie dla
szofera jest rowne 100 zt na godzine. Jednoczesnie firma ponosi koszty zwigzane z obstuga
samochodu: koszty stale rowne 60 zt na godzine, oraz koszt paliwa zalezny od $redniej
predkogci. Przy predkosci v samochéd zuzywa 0.01v? litréw paliwa na godzine. Przy jakiej
sredniej predkosci koszt przejechania 1 km bedzie najmniejszy, przy zatozeniu, ze cena
jednego litra paliwa wynosi 6 z1?
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Rozwiagzanie. Przy predkosci v czas przejechania 1 km wynosi 1/v. W zwiazku z tym,

koszt f na takiej trasie jest rowny

1160

f(v) = (100 +60 + 6 - 0.01 - qﬂ); = + 0.060.

v
Wystarczy teraz znalez¢ najmniejsza wartos¢ funkeji f dla v > 0. Mamy

160
J'(0) = ==5 + 0.0,

wiec
160 8000
f'(v)=0 = — =0.06 = v=1vg =/ ——.
v 3
Poniewaz f'(v) < 0 dla v < vy oraz f'(v) > 0 dla v > vy, funkcja f przyjmuje w punkcie

vp wartos¢ najmniejsza.

Zadanie 4.7. Przychdd firmy swiadczacej ustugi serwerowe uzalezniony jest od ilosé
przechowywanych przez klientow danych. Jezeli przez x oznaczymy ilos¢ danych
w eksabajtach (eksabajt = 105 TB) zapisanych przez klientéw na serwerach firmy, to

jej przychoéd R wyraza sie wzorem
R(x) = 30z — 22°.

Jednoczesnie firma ta ponosi koszt C' zwiazany z utrzymaniem serwerow, ktéry wynosi
C(x) =2 + 27 + 1,

Oznacza to, ze dla ustalonego z firma osiaga zysk réowny Il(x) = R(z) — C(x). Rzad
zamierza wprowadzi¢ specjalny podatek T od tego rodzaju ustug, uzalezniony od ilosci

przechowywanych danych x, rowny
T(r)=rx

dla pewnego parametru r > 0. Oczywiscie firma zamierza uwzglednié¢ (dodac) ten podatek
do swojego kosztu i ustali¢ ilo$¢ przechowywanych danych  w ten sposob, aby osiggnaé
maksymalny zysk II.

Jaka powinna by¢ warto$¢ parametru r, aby przychdéd panstwa z tytutu podatku T
byl w tej sytuacji najwiekszy?
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Rozwigzanie. Dla ustalonego parametru r zysk firmy po uwzglednieniu podatku wynosi
I(x) = R(z) — (C(x) +rz) = =32° + (28 — )z — 1.
Musimy znalez¢ najwieksza warto$¢ funkeji I na przedziale (0, +00). Mamy
II'(x) = —6x + 28 — 1,
wiec
28 —1r

I'(z) =0 = T= g =

Jednoczesnie IT'(z) > 0 dla x < zo oraz II'(z) < 0 dla > zo. Oznacza to, ze funkcja

IT osiaga w punkcie xy maksimum globalne. Innymi stowy, dla ustalonego r € (0,28)
ix = x9g > 0 firma osigga najwiekszy zysk; jezeli r > 28, to xg < 0 i firma osigga
maksymalny zysk (a w zasadzie minimalng strate réwna —1) dla z = 0.

Skoro firma maksymalizuje swoj zysk przy x = zg, to przychéd z tytutu podatku

wyniesie
28—r  28r-— r?

T(r)=rzg=r = 5

Poniewaz

_28=2r ld-—r

-6 37

to 7"(14) = 0 oraz T"(r) > 0 dlar < 141 T'(r) < 0 dla r > 14. Wynika stad, ze funkcja

T'(r)

uzyskany podatek bedzie najwickszy dla r = 14.

Zadanie 4.8. Przez punkt o wspétrzednych (3,1) poprowadZ taka prosta, aby pole
trojkata utworzonego przez te prosta oraz dodatnie podtosie uktadu wspotrzednych byto

jak najmniejsze.
Rozwigzanie. Prosta o rownaniu y = ax + b przechodzi przez punkt (3,1), o ile
1=3a+0b,

czyli b =1 — 3a.
S~ Ay

1
1]
1
VE%
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Jednoczes$nie wspotezynnik kierunkowy prostej musi by¢ ujemny, gdyz w przeciwnym razie
nie zostanie utworzony trojkat z tresci zadania. Rozwazana prosta przecina osie uktadu
wspétrzednych w punktach (0,b6) = (0,1 — 3a) oraz (—b/a,0) = (—1/a + 3,0). Wynika
stad, ze pole trojkata jest rowne
1 (1 — 3a)?
Pla)==(1-3a)(~1/a+3) = ———>
() = 5(1=3a)(~1/a+3) =~

Wystarczy teraz znalez¢ najmniejszg wartos¢ funkeji P dla a < 0. Mamy
1/1
Pla)===-9],
@=3(-9)
1

P'(a)=0 = a=ay=—z.

Jednoczesnie P'(a) < 0 dla a < ag oraz P'(a) > 0 dla a > ag, wiec w punkcie aq funkcja

wiec

P osigga warto$¢ najmniejsza. Poszukiwang prosta jest wiec prosta o réwnaniu

1
= —— 2.
Y 31‘—1—
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5. Algebra liniowa

5.1 Dzialania na macierzach

Zadanie 5.1. Majac dane liczby a = %, [ = —2 oraz macierze kwadratowe
6 —4 -8 2 0 3

A prm— y B = 5 C prm—
2 0 0 4 -1 0

wykona¢ nastepujace dziatania:
a) A+ B, b) B-C, c) A+aB - pC, d) C — aAT + 3B.

Rozwigzanie. a) Zauwazmy, ze macierze A i B sa tego samego wymiaru. Zatem mozemy

wykona¢ dodawanie tych macierzy w nastepujacy sposob

6 —4 -8 2 6+ (—8) (—4)+2 —2 -2
At Bo N _ (=8) (—4) _
2 0 0 4 2+0 0+4 2 4

b) Zauwazmy, ze macierze B i C' sa tego samego wymiaru. Zatem mozemy wykonaé

odejmowanie tych macierzy w nastepujacy sposob

-8 2 0 3 —-8—-0 2-3 -8 —1
B-C= — = _
0 4 -1 0 0—(-1) 4-0 1 4
¢) W tym przypadku macierze A, B i C' sg wymiaru 2 x 2. Mamy, wiec
6 —4 L -8 2 0 3
A+aB-pC = +1 —(-2) =
2 0 0 4 -1 0
6 —4 . s (-8 32 (=2)-0  (=2)-3 |
2 0 20 12-4 (=2)-(-1) (=2)-0
6 —4 N —4 1 0 6| 6+(—4)—-0 —4+1—(-6) 123
2 0 0 2 2 0 24+0—-2 0+2-0 0 2

d) Macierze A, B i C sa tego samego wymiaru. Przypomnijmy, ze macierz transponowana
do macierzy A, powstaje z macierzy A przez zamiane wierszy na kolumny.

T
0 3 6 —4 -8 2
C —aAT + 3B = — +(=2) _
-1 0 2 0 0 4
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0 3 | 62 -8 2 0 3 3 1 16 —4
-3 +(-2) = — + =
-1 0 —4 0 0 4 -1 0 -2 0 0 -8
0—-3+16 3—1+(-4) | |13 -2
-1-(-2)+0 0-0+(-8) 1 -8

Zadanie 5.2. Wykona¢ dziatania

2 3 T
2 4 0
a) -1 0 -3 9

-1 0 3
4 5
- 1T
4 0 3
-1 0 3 5 1 01 —1
b) 2-1 0 2 1 0 —2|+|20 2
3 1 =70 3 5 6 1
0 3 —1
Rozwiazanie. a)
2 3 T 2 3 2 -1 2 3 6 -3
2 40
-1 0 |-3 =/ -10|-3]4 0 |=|-10|—-(12 0 |=
-1 0 3
4 5 4 5 0 3 4 5 0 9
26 3—(—3) 4 6
—1-12 0-0 =1 =13 0
4—-0 5—9 4 -4
b)
- 1T
4 0 3
-1 0 3 5 1 01 —1
2- 0o 2 1 0 —2|+]20 2 =
3 1 =70 3 5 6 1
03 —1
-2 0 6 10 2 4 0 25 0 20 8 15 2
0 4 2 O —4|+]0 1 06 3 |=]025 2 6 —1
6 2 —-14 0 6 3 -1 2 1 -1 9 1 —-12 1 5
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Zadanie 5.3. Wyznaczy¢ macierze C' = A- B oraz D = B - A, gdzie

2 4 2 —1 0 3
1 -3 7

a) A= , B=1| 0 2 b) A= 1 4 1 |, B=| -5
-1 3 -5

—4 6 -2 0 -2 -3

Rozwigzanie. a) Wiemy, ze mnozenie macierzy jest wykonalne, jesli liczba kolumn
macierzy A = [a;;] o wymiarze n X m jest réwna liczbie wierszy macierzy B = [b;;] o
wymiarze m X [.

Wtedy elementy macierzy C' = A-B = [¢;;] o wymiarze n x [, obliczamy zgodnie ze wzorem
def
Cij=anbij + ainboj + - + Aimbmy,

dlai e {1,2,...,n}oraz j € {1,2,...,1}.
W naszym przyktadzie powyzszy warunek jest spelniony, mozemy zatem wyznaczy¢

macierz C = A- B

2 4
1 -3 7
C=A-B= . 0o 21| =
13 -5
46
1 (<2) 4+ (=3)-04+7-(—4)  1-44(=3)-247-6 | [ =30 40
(—1)-(=2)+3-04(=5)-(—4) (~1)-4+3-2+(-5)-6| | 22 —28

Aby wyznaczy¢ macierz D = B - A sprawdzamy czy liczba kolumn macierzy B réowna
jest liczbie wierszy macierzy A. Zaréwno liczba kolumn macierzy B jak i liczba wierszy

macierzy A jest rowna 2. Mozemy zatem wykona¢ mnozenie macierzy B - A

-2 4
1 -3 7
D=B-A=| 0 2|- =
-1 3 =5
—4 6
(=2)-1+4-(=1) (-2)-(=3)+4-3 (-2)-7+4-(-H) —6 18 —34
0-14+2-(-1) 0-(-3)+2-3 0-7+2-(=5) = -2 6 -—10
(=4)-1+6-(=1) (-4)-(=3)+6-3 (—4)-74+6-(=5H) —10 30 —58

Zauwazmy, ze A-B # B-A. Oznacza to, ze mnozenie macierzy nie jest na ogot przemienne.
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b) Liczba kolumn macierzy A jest réwna liczbie wierszy macierzy B i wynosi 3, wobec

tego mozemy wyznaczy¢ macierz C' = A - B. Mamy

2 -1 0 3
C=A-B=|1 4 1 -5
-2 0 =2 -3

6+5+0 11
3—-20-3 | = | —20
—6+0+6 0

Macierzy D = B - A nie mozna wyznaczy¢, gdyz liczba kolumn macierzy B jest rowna 1,

a liczba wierszy macierzy A wynosi 3.

Zadanie 5.4. Wykona¢ dziatania

7 T
1 0 -1 T 1 0
-2 0 3
a) (-2)-12 1 3 - -3 2 ;
1 -1 0
0 -1 4 4 -1
_ T
-3 4
'3 1| 0 1
-3 1 2 05 -1 2
6 0 1 0
b) 5 |l o 1430 1 -1 :
0 -2 2 0
-1 0 021 1 =2
|1 0 | 0 -2
- _1 3 -
- T
3 0 L 1 0 -3 0 4 0 2 -1 0 3
c) (=2)- —(—3)
-1 1 2 -3 0 3 -1 30 2 16
Rozwigzanie. a) Skorzystamy z tego, ze dla dowolnej macierzy A zachodzi (AT)T = A.
- T T
1 0 -1 T 1 0
. -2 0 3
Mamy, wiec (=2)-]1 2 1 3 -3 -3 2 =
1 -1 0
0 -1 4 4 -1
-2 0 2 -2 1 3 0
—4 -2 —6 0 —1|-|-9 6 |=
0 2 =8 3 0 12 -3
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(—2) - (=2)+0-0+2-3 (—2)-14+0-(=1)+2-0 30
(—4) - (=2) 4 (=2) -0+ (=6)-3  (—4) 14+ (=2)- (~1)+(=6)-0 |—| =9 6 | =
0-(=2)+2-0+(-8)-3 0-14+2-(=1)+(-8)-0 12 -3
10 -2 30 10—-3 -2-0 7 _9
10 —2|—-|-9 6 |=| -10+49 -2-6|=| -1 -8
94 9 12 -3 _94-12 243 36 1
b)
_ - T
3 4
ERET 0 1
3 1 205 -1 2
6 0 1 0
5 - |l o 1430 1 -1
0 —2 2 0
1 0 021 1 -2
10 0 -2
__1 3 -

Zauwazmy, ze nie mozna wykona¢ mnozenia macierzy wystepujacych w nawiasie, gdyz

liczba kolumn pierwszej macierzy jest rozna od ilosci wierszy drugiej macierzy.

c)
T
30 {11 0 =30 4 02 -1 0 3
(-2)- -(=}) ~ -
11 2 -3 0 3 —1 30 2 16
0 3
2 0
6 0 At 0 30 4
+§ -1 2 -
2 2 2 -3 0 3 —1
0 1
3 6
=6 0 |, [0+0+3+0+12 3+0-6+0+24
2 2| | 0-64040-3 6+0+0+3—6
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—6 0 15 21 -6 0 5 7 -1 7
2 =2 -9 3 2 =2 -3 1 -1 -1

5.2 Wyznacznik macierzy
Zadanie 5.5. Korzystajac z definicji obliczy¢ wyznaczniki macierzy

2 1 =2
1 2
3 9
-1 1 0

Rozwigzanie. Na poczatku przypomnijmy definicje wyznacznika.

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej nazywamy funkcje, ktora kazdej macierzy
rzeczywistej (zespolonej) A = [a;;] przypisuje liczbe rzeczywista (zespolong) oznaczana
symbolem det A lub |A].
Funkcja ta okreslona jest wzorem indukecyjnym:

1. jezeli macierz A ma stopien n = 1, to det A=a;

2. jezeli macierz A ma stopien n > 2, to
detA = CL11D11 + CI,12D12 + ...+ alnDln,

gdzie D;; = (—1)"detA;; jest dopelnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy
A, za$ A;; oznacza macierz stopnia (n— 1) otrzymang przez skreslenie i-tego wiersza
i j-tej kolumny macierzy A.

a) Korzystajac z tej definicji wyznacznik macierzy A réwny jest

1 2
= (=) 1 =2 (—D)H2. 2| =3[ =2—(—6) = —2+6=4.
-3 -2

b) Zgodnie z definicja wyznacznik macierzy B wynosi

2 1 =2
0 3 4 3 4 0
10 3 | =y DL HED (<2). -
10 -1 0 -1 1
-1 1 0

2.(0-0-1-3)—(4-0—(=1)-3)—2-(4-1—(=1)-0)=—6—-3—8=—17.
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Zadanie 5.6. Obliczy¢ wyznaczniki macierzy stosujac regute Sarrusa

2 0 1 -1 1 2
a) A=|14 —-1|, b)) B=|3 4 1
2 1 —1 5 —1 1

Rozwigzanie. Aby obliczy¢ wyznacznik wykorzystujac regute Sarrusa nalezy dopisa¢ po
prawej stronie wyznacznika dwie pierwsze kolumny (lub na dole wyznacznika dwa pierwsze
wiersze) i zsumowad iloczyny liczb stojacych na przekatnych w kierunku z lewej do prawej

7

strony ze znakiem ” 47, a z prawej do lewej strony ze znakiem 7 —

a) Obliczamy wyznacznik macierzy A

+ o+ o+
2 0 1 |2 0

2.4-(=1)40-(=1)-2+1-1-1—-1-4-2—2-(=1)-1=0-1-(=1) = —84+1—8+2 = —13.

b) Obliczamy wyznacznik macierzy B

+ 4
-1 1

X

3 4 -
5 -1

(=1)-4-1+1-1-54+2:3-(=1)—=2:4-5—(=1)-1-(=1)—=1-3-1 = —44+5-6-40—1—3 = —49.

Reguly Sarrusa nie stosuje si¢ do obliczania wyznacznikéw wyzszych rzedow.

Zadanie 5.7. Obliczy¢ wyznaczniki macierzy korzystajac z wtasnosci wyznacznikow i z

rozwinigcia Laplace’a.

- - 1 0 1 -1 2
3 1 =1 0
1 3 0 o 1 2 1 1
0 -2 1 3
a)| 2 -1 1 |,b) o)l -2 1 0 1 -1
1 0 2 1
-3 1 -1 3 2 1 =2 0
-1 1 0 =2
- - 0 -2 —4 —2 -2
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Rozwigzanie. W rozwigzaniu skorzystamy z nastepujacej wlasnosci.

Jedli do elementéw dowolnego wiersza (dowolnej kolumny) dodamy odpowiadajace im
elementy innego wiersza (innej kolumny) tego wyznacznika, pomnozone przez dowolng
liczbe, to wyznacznik nie zmieni sie.

Wtasnosé te wykorzystamy do uzyskania jak najwiekszej liczby zer w wybranym wierszu
lub wybranej kolumnie. Utatwi nam to obliczanie wyznacznika. Bedziemy stosowac

nastepujace operacje elementarne.

w; + cw; - oznacza dodanie do elementow i-tego wiersza odpowiadajacych im elementow
j-tego wiersza pomnozonych przez liczbe c,
k; + ck; - oznacza dodanie do elementéw i-tej kolumny odpowiadajacych im elementow

j-tej kolumny pomnozonych przez liczbe c.

W obliczeniach wykorzystamy rozwiniecie Laplace’a wzgledem i-tego wiersza lub j-tej
kolumny:
detA = ailDil + ...+ amDm, detA = allej + -+ ananj.

a) Do obliczenia wyznacznika zastosujemy operacje elementarna ws + ws, a nastepnie

rozwiniecie Laplace’a wzgledem trzeciej kolumny.

1 3 0 1 3 0
2 -1 1 |"™F"| 2 -1 1|=
-3 1 -1 ~1 0 0
2 -1 1 3 1 3
0.(—1)1+3 1 (—1)2H8 +0-(—1)3+3 — (—1)(0+3) = —3.
~1 0 ~1 0 2 —1
b)
3 1 -1 0 4 1 -1 0 41 -1 2
00 =2 1 3 |4, =2 =2 1 3 || -2 -2 1 —1|_
10 2 1 1 0 2 1 10 2 1
11 0 -2 0 1 0 -2 0 1 0 0
4 -1 2 2 0 1 2 0 1
2 1 -1 |MET| 21 1 |[ME] 21 -1 | = (1) =6-5=
5 3
1 2 1 12 1 5 0 3
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¢) Zauwazmy, ze po zastosowaniu operacji elementarnej ws + 2w, otrzymamy wyznacznik,
ktorego ostatni wiersz sktada sie z samych zer. A wyznacznik macierzy kwadratowe;

zawierajacej wiersz ztozony z samych zer lub kolumne ztozong z samych zer réwny jest

Z€Tro.
1 0 1 -1 2 1 01 -1 2
0o 1 2 1 1 0012 1 1
201 0 1 —1]"E™| 9210 1 —1|=0
3 2 1 -2 0 3 21 -2 0
0 -2 —4 —2 -2 000 0 0

5.3 Uktady réwnan liniowych

Zadanie 5.8. Rozwigza¢ uktad rownan korzystajac z twierdzenia Cramera

21‘1—232:1
1'1—21‘2:2
a) ) b) I1+Z’2—2l’3:6 ;
2$1+$2:4
ZEI—J]2+I3:—2
$1+2$3:3 $1+3$2—ZL‘3:1
C) —$1+$2:2 y d) 2%1—33'24—3333:0
2$2+4$3 =-1 $1+10(L’2—6$3 =3

Rozwiagzanie. a)
X1 — 2$2 =2

21’1 + 19 = 4
Obliczamy wyznacznik macierzy gtéwnej A

1
detA = =1-1-2-(-2)=1+4=5.
2 1

Zauwazmy, ze wyznacznik macierzy A jest rézny od zera, oznacza to, ze uklad rownan

ma doktadnie jedno rozwigzanie okreslone wzorami Cramera

= detA1 - detA2
' detA 27 detA’
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gdzie detA;, ¢ = 1,2 oznacza wyznacznik otrzymany z wyznacznika det A przez zastgpienie
i-tej kolumny kolumna wyrazéw wolnych. Aby znalezé rozwigzanie ukltadu rownan

obliczamy wyznaczniki macierzy A; i A

2
detA; = =2-1-4-(-2)=2+8=10,

1 2
detAy = =1-4-2-2=4-4=0.
2 4

Stad otrzymujemy

detA; 10 5 detA, 0 0
= = — = To = = — = .
P odetA 5 7 27 detA 5
b)
2331 — Ty = 1
1+ Lo — 2%3 =6
1 — T + T3 = -2
Obliczamy wyznacznik macierzy gtownej A
2 -1 0 2 -1 0
2 -1
detA=|1 1 —2|"E" |3 _1 o|=1-(-1)3 = —2+3=1
3 -1

1 -1 1 1 -1 1

Stad wnioskujemy, ze uktad réwnan ma doktadnie jedno rozwiazanie (uktad oznaczony).

Nastepnie obliczamy wyznaczniki macierzy A;, As 1 As

1 -1 0 1 -1 0
1 -1
detA;=| 6 1 —2 |2 9 _1 o|=1-(-1)3*3 = —142=1,
2 1
2 1 1 2 11
2 1 0 2 1 0
2 1
detAs=|1 6 —2|"E™ |3 2 0|=1-(-1)>3 =4-3=1,
3 2
1 -2 1 1 -2 1
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2 -1 1 307
37
detds =1 1 6 1L3+’1,U2]’w1+w2: 1 1 6|=1-(-1)2"7 - =12—-14 =
1 -1 =2 2 0 4
—2.
Zatem z twierdzenia Cramera otrzymujemy
detA1 1 detAg 1 detA3 —2 9
TrT1 = = - = To = = — = Ta = = — = — 4.
YT odetd 1 ’ 7 detd 1 ’ 7 detA 1
c)
.T1—|—2(173:3
—I1+CL’2:2
21‘2—{—4.%'3:—1
Obliczamy wyznacznik macierzy gtownej A
1 0 2 10 2
w2 twi 1 2
detA=| -1 10| ="{0 1 2|=1-(-1)H =4—-4=0
2 4
0 2 4 0 2 4
oraz pozostate wyznaczniki macierzy Ay, Ay i As
3 0 2 3 0 2
3 2
detAd,=| 2 1 0|™=""] 2 1 0|=1-(=1)2*2 —12+10 =22,
-5 4
-1 2 4 -5 0 4
1 3 2 1 3 2
w2twi 5 2
detAy=| -1 2 0| ="10 5 2|=1-(—1)! =20+2 =22,
-1 4
0 -1 4 0 -1 4
1 0 3 1 0 3
w2+w1 1 5
detAs =| -1 1 2 =101 5 |[=1-(—1)! =—-1-10=—11.
2 —1
0 2 -1 0 2 —1

Zauwazmy, ze wyznacznik macierzy A jest rowny 0 i wyznacznik macierzy A, jest rézny
od 0. Zatem podany uktad jest sprzeczny.
d)
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T+ 3 —x3=1
2x1—x2+3x320
ZL’1—|—1OCL’2—6ZE3:3

Obliczamy wyznacznik macierzy gléwnej A.

1 3 -1 1 3 -1 1 3 -1
[ w. w

detA=|2 —1 3 |wy—wws—2w=|0 -7 5 |“E%|0 -7 5

1 10 —6 0 7 -5 0 0 0

Nastepnie obliczamy wyznaczniki macierzy Ay, As 1 As

=0.

1 3 —1 1 3 -1 1 3 —1
detd; =0 —1 3 |"™=""|0 -1 3 |"™£|p -1 3 |=0,

3 10 —6 0 1 -3 0 0 0

11 -1 1 1 -1 11 -1
detAs =2 0 3 |“=""| 2 o 3 |“£2|2 0 3 |=0,

1 3 —6 2 0 -3 00 0

1 3 1 1 3 1 1 3 1
detA;=|2 —1 0|™=""] 2 _1 0|2 -1 0/|=0.

1 10 3 2 1 0 0 0 0

Poniewaz wszystkie wyznaczniki sg réwne 0, wiec rozwazany uktad ma nieskonczenie wiele

rozwigzan.

Zadanie 2.

Okresli¢ liczbe rozwigzan uktadu rownan w zaleznosci od parametru p

1+ prot+x3=1 201 + pro+ a3 =2

a) {4 3xy+ 223 =0 , b) ¢ 21 +323=0

pry — pro+ 3 = —1 2ry —pro — w3 =1

Rozwigzanie:

a)
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T1+prot+ax3=1
3x1—|—2x3:O

pr1 — pro + x5 = —1

Obliczamy wyznacznik macierzy gtownej A

1 p 1 1 p 1
w3 +w1 3 3 2
detA=1]3 (o 2|"= 30 2|=p-(-1)* =
1+p 2
p —p 1 1+p 0 2

(=p) - (6—=2(1+p)) = (—p)(4—2p) =p(2p —4).

Zatem uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie dla p # 01 p # 2.

Dla p = 0 uktad réwnan przyjmuje postac

T +r3=1
3I1+2l’3:0 .

1’3:—1

Obliczamy wyznaczniki macierzy Ay, Ay i A

1 01
detA;=| 0 0 2|=0,
-1 0 1
1 1 1 111
detAy=|3 0 2|"="|3 0 2|=1-(-1) 07 = (—1)(6—-2) =—4,
0 -1 1 102 b2
10 1
detAs =13 0 0 |=0
00 —1

Zatem dla p = 0 uktad réwnan nie ma rozwigzan, poniewaz wyznacznik macierzy detA = 0
1 detAg 7& 0.

Dla p = 2 uktad réwnan przyjmuje postaé
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(E1—|—2.T2—|—ZE3:1
3$1+2l’320
2$1—2$2+l‘3:—1

Obliczamy wyznaczniki macierzy Ay, Ay i A

1 2 1
1 2 1 2
detA;=| 0 0 2|=2-(-1)7 Wt =0,
-1 =2 0 0
-1 -2 1
1 1 1 1 11 1 11
detd; = |3 0 “E 3 0 2|"™="13 0 2|=0,
2 -1 1 3 0 2 0 00
1 2 1
2 1 2 1
detAs=|3 0 0 |=3-(=1) Wit (_3) = 0.
-2 -1 0 0
2 -2 -1

Zatem dla p = 2 uktad réwnan ma nieskonczenie wiele rozwigzan, poniewaz wszystkie

wyznaczniki sg réwne zero.
b)

2x1 + pro + 13 = 2
.1'1"‘3333:0

201 —pro —x3 =1

Obliczamy wyznacznik macierzy gtownej A

2 p 1 2 p 1
w3z+wi 3 L3
detA=11 0 3 = 1 0 3|=p-(-1) = (—p)(—12) = 12p.
4 0
2 —p -1 4 0 0
Rozwazany uktad ma jedno rozwiazanie dla p # 0.
Dla p = 0 uktad réwnan przyjmuje postac
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2£L‘1—|—$3:2
x1+3x3:0

2I1—I3:1

Obliczamy pozostate wyznaczniki

2 0 1
detA; =10 0 3 |=0,
10 -1
2 2 1 —2 0 3
detA,=|1 0 3 |“="]1 0 3 |=1-(-1)p 0 = (-1)(-6-3) =9,
2 1 -1 2 1 -1 b
2 0 2
detAs=|1 0 0|=0.
2 0 1

Zatem uktad rownan nie ma rozwigzan, poniewaz wyznacznik macierzy A jest réwny zero

1 detA2 7é 0.
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