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Zestaw 5 — Relacje

Czesé A
1. Niech X = {0,1,2}. Zdefiniujmy relacje R w X w ten sposob, ze mRn wtedy i tylko wtedy,
gdy

a) m<n, c) m2+n?=2,
b) mn =0, d) m+neX.

Zapisz relacje R jako zbiér par uporzadkowanych.
2. Czy relacja mniejszosci < w zbiorze R jest relacja porzadku?
3. Czy relacja podzielnosci | w zbiorze Z \ {0} jest relacja porzadku?
4. Niech X bedzie zbiorem wszystkich ludzi. Ktére z ponizszych relacji sa relacjami rownowaz-
nosci?
a) zRy = x iy mieszkaja w tym samym kraju.
b) xRy = = i y mieszkaja w tym samym lub sasiednim kraju.
¢) xRy = z iy maja wspodlnego rodzica.
d) xRy = z iy maja t¢ sama matke.

Dla relacji réwnowaznosci opisaé klasy abstrakcji wzgledem tej relacji.

Czes¢ B

5. Sprawdz, czy nastepujace relacje R w zbiorze X sa zwrotne, symetryczne, antysymetryczne,
przechodnie i spdjne:

a) X =Z,zRy<3|z—y, g) X =R, 2Ry < 23 =3,

b) X=N zRy<2|z+y, h) X =R, 2Ry < |z| < |y|,

c) X=N,zRy&3|z+y, i) X =R, 2Ry~ |z|+ |y| =3,
d) X =27, zRy<5| 2% —y3, j) X=N,zRysz>yVy>uz,
e) X =R, 2Ry & 2% =y, k) X=R,zRy<z—yeQ,

f) X =R, zRy & 22 # y?, ) X =2 2Ry |z y| < +oo.

6. Wykaz, ze jesli relacja R w X jest spOjna i symetryczna, to R = X x X.
7. Podaj przyklad relacji, ktora jest

a) zwrotna i antysymetryczna, ale nie przechodnia,

b) zwrotna i przechodnia, ale nie jest antysymetryczna,

¢) przechodnia i antysymetryczna, ale nie jest zwrotna.
8. Niech zbior X = {3,5,7,9,...,19,21} bedzie uporzadkowany przez relacje podzielnosci.
Zmajdz elementy wyrdznione.
9. Niech

a) X =N, A={18,21,36},

b) X={2n-1:ne N}, A={3,7,9,21,27},

c) X ={2"-3%:nkeNg}, A= Xn{20,21,...,119,120},

przy czym X jest zbiorem uporzadkowanym przez relacje podzielnosci. Wyznacz kresy zbioru A.
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10. Niech
A={2":neN}u{s":ne N}U{6,7,10}.
Wyznacz elementy wyrédznione oraz kresy zbioru A jako podzbioru N uporzadkowanego przez
relacje podzielnosci.
11. W zbiorze N? relacja R jest zdefiniowana wzorem
(x,y)R(s,t) & x < s Aylt.
Wyznacz elementy wyr6znione oraz kresy zbioréw
A={(2,1),(1,3),(L4),(1LO)}, B ={(1,2),(21),(1,4),(3.2), (3,8)}.

12. Dla ustalonego k£ € N podaj przyktad zbioru uporzadkowanego, w ktérym jest doktadnie

a) k+ 1 elementéw, z czego jeden to element minimalny, a reszta to elementy maksymalne,

b) k elementow, przy czym wszystkie sa minimalne i maksymalne.

13. Uzasadnij, ze w kazdym uporzadkowanym zbiorze skoriczonym istnieje co najmniej jeden
element minimalny i co najmniej jeden element maksymalny.

14. Zalozmy, ze w uporzadkowanym zbiorze skoniczonym istnieje doktadnie jeden element mak-
symalny (minimalny). Wykaz, ze jest to rowniez element najwiekszy (najmniejszy).
15. Niech X bedzie zbiorem skoniczonym liniowo uporzadkowanym przez relacje <. Udowodnij,
ze elementy zbioru X mozna ustawi¢ w ciggu x1, 9, ..., Tp W ten sposob, ze
T1 <Tg < < Tp.

16. Podaj przyktad nieskonczonego zbioru uporzadkowanego, w ktérym jest

a) nieskoriczenie wiele elementéw minimalnych i & maksymalnych, dla ustalonego k € N,

b) dokladnie jeden element minimalny, a pozostate sa maksymalne.

17. Ktore z nastepujacych relacji R w zbiorze X sg relacjami rownowazno$ci?
X=Z,zRy<=3|x—y.

o o

)
) X =N, xRy < xy jest liczba nieparzysta.

) X =N, 2Ry & \,en 2y = 12

) X=R2=R xR, (z,y)R(s,t) & x,5#A0Ax5>0.
)

)

[eVaNe!

X = 2" dla pewnego zbioru Y, zRy &z CyVy C .
f) X =N3 =Ny x Ny, (m,n)R(a,b) &m+b=n+a.
g) X =ZxN, (m,n)R(a,b) < mb = na.
Dla relacji réwnowaznosci opisz klasy abstrakcji wzgledem tej relacji.

D

18. Niech R bedzie relacja zwrotna i przechodnig. Wykaz, ze relacja R’ zdefiniowana wzorem
xR’y = xRy A yRz jest relacja rownowaznoSci.
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