


Algorytm Euklidesa

Twierdzenie
Jeżeli m, n 2 N, to

NWD(m, n) = NWD(n,m mod n).



Algorytm Euklidesa



Algorytm Euklidesa
1: input: m, n 2 N [ {0}, m + n > 0
2: output: d = NWD(m, n)
3: d  m
4: k  n
5: while k 6= 0 do
6: (d , k) (k , d mod k)
7: end while



Algorytm Euklidesa

m = 45, n = 12 m = 20, n = 63 m = 17017, n = 6783

(d , k) (d , k) (d , k)

(45, 12) (20, 63) (17017, 6783)
(12, 9) (63, 20) (6783, 3451)
(9, 3) (20, 3) (3451, 3332)
(3,0) (3, 2) (3332, 119)

(2, 1) (119,0)
(1,0)



Algorytm Euklidesa: złożoność
1: d  m
2: k  n
3: while k 6= 0 do
4: (d , k) (k , d mod k)
5: end while



Algorytm Euklidesa: złożoność

Twierdzenie
Algorytm Euklidesa dla m, n 2 N wykonuje co najwyżej

log2 m + log2 n + 1

przebiegów pętli.



Rozszerzony algorytm Euklidesa

m = 17017, n = 6783

(17017, 6783)
(6783, 3451)
(3451, 3332)
(3332, 119)
(119, 0)



Rozszerzony algorytm Euklidesa
1: d  m
2: k  n
3: while k 6= 0 do
4: (d , k) (k , d mod k)
5: end while



Rozszerzony algorytm Euklidesa
1: d  m
2: k  n
3: while k 6= 0 do
4: q  d div k
5: (d , k) (k , d � qk)
6: end while

d = 17017 q k = 6783

d = 6783 2 k = 17017� 2 · 6783
d = 3451 1 k = 6783� 1 · 3451
d = 3332 1 k = 3451� 1 · 3332
d = 119 28 k = 3332� 28 · 119



Rozszerzony algorytm Euklidesa
1: d  m
2: k  n
3: while k 6= 0 do
4: q  d div k
5: (d , k) (k , d � qk)
6: end while

d = 17017 q k = 6783

d = 6783 2 k = 17017� 2 · 6783
d = 3451 1 k = 6783� 1 · 3451
d = 3332 1 k = 3451� 1 · 3332
d = 119 28 k = 3332� 28 · 119



Rozszerzony algorytm Euklidesa

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb m, n 2 N0, które nie są jednocześnie równe zero,
istnieją takie liczby całkowite s i t, że

NWD(m, n) = s ·m + t · n.



Rozszerzony algorytm Euklidesa
1: d  m
2: k  n
3: while k 6= 0 do
4: q  d div k
5: (d , k) (k , d � qk)
6: end while



Rozszerzony algorytm Euklidesa
1: d  m
2: d 0  n
3: while d 0 6= 0 do
4: q  d div d 0

5: (d , d 0) (d 0, d � qd 0)
6: end while

d d 0 q

d0 = 135 d1 = 40

d1 = 40 d2 = 135� 3 · 40 q1 = 3
d2 = 15 d3 = 40� 2 · 15 q2 = 2
d3 = 10 d4 = 15� 1 · 10 q3 = 1
d4 = 5 d5 = 10� 2 · 5 q4 = 2



Rozszerzony algorytm Euklidesa
1: d  m
2: d 0  n
3: while d 0 6= 0 do
4: q  d div d 0

5: (d , d 0) (d 0, d � qd 0)
6: end while

d d 0 q

d0 = 135 d1 = 40

d1 = 40 d2 = 135� 3 · 40 q1 = 3
d2 = 15 d3 = 40� 2 · 15 q2 = 2
d3 = 10 d4 = 15� 1 · 10 q3 = 1
d4 = 5 d5 = 10� 2 · 5 q4 = 2



Rozszerzony algorytm Euklidesa
1: d  m
2: d 0  n
3: while d 0 6= 0 do
4: q  d div d 0

5: (d , d 0) (d 0, d � qd 0)
6: end while

d d 0 q

d0 = 135 d1 = 40

d1 = 40 d2 = 135� 3 · 40 q1 = 3
d2 = 15 d3 = 40� 2 · 15 q2 = 2
d3 = 10 d4 = 15� 1 · 10 q3 = 1
d4 = 5 d5 = 10� 2 · 5 q4 = 2



Rozszerzony algorytm Euklidesa



Rozszerzony algorytm Euklidesa
1: input: m, n 2 N [ {0}, m + n > 0
2: output: d = NWD(m, n)
3: d  m
4: d 0  n
5: while d 0 6= 0 do
6: (d , d 0) (d 0, d � qd 0)
7: end while



Rozszerzony algorytm Euklidesa
1: input: m, n 2 N [ {0}, m + n > 0
2: output: d = NWD(m, n) = sm + tn
3: (d , d 0) (m, n)
4: (s, s 0) (1, 0)
5: (t, t 0) (0, 1)
6: while d 0 6= 0 do
7: q  d div d 0

8: (d , d 0) (d 0, d � qd 0)
9: (s, s 0) (s 0, s � qs 0)

10: (t, t 0) (d 0, t � qt 0)
11: end while



Rozszerzony algorytm Euklidesa
1: input: m, n 2 N [ {0}, m + n > 0
2: output: d = NWD(m, n) = sm + tn
3: (d , d 0) (m, n)
4: (s, s 0) (1, 0)
5: (t, t 0) (0, 1)
6: while d 0 6= 0 do
7: q  d div d 0

8: (d , d 0) (d 0, d � qd 0)
9: (s, s 0) (s 0, s � qs 0)

10: (t, t 0) (d 0, t � qt 0)
11: end while

i di qi si ti

0 135 1 0

1 40 3 0 1

2 15 2 1 �3

3 10 1 �2 7

4 5 2 3 �10

5 0



Rozszerzony algorytm Euklidesa
1: input: m, n 2 N [ {0}, m + n > 0
2: output: d = NWD(m, n) = sm + tn
3: (d , d 0) (m, n)
4: (s, s 0) (1, 0)
5: (t, t 0) (0, 1)
6: while d 0 6= 0 do
7: q  d div d 0

8: (d , d 0) (d 0, d � qd 0)
9: (s, s 0) (s 0, s � qs 0)

10: (t, t 0) (d 0, t � qt 0)
11: end while

i di qi si ti

0 135 1 0
1 40 3 0 1
2 15 2 1 �3
3 10 1 �2 7
4 5 2 3 �10
5 0


