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Podzielnosé

Definicja
Moéwimy, ze liczba catkowita a jest podzielna przez liczbe catkowita b,
jezeli istnieje taka liczba catkowita k, ze

a = kb.
Piszemy wtedy
b|a.
Inaczej méwiac, mamy

bla — \/ a = kb.
kEZ



A A

Podzielnosé

b|a,

b dzieli a,

b jest dzielnikiem a,

b jest czynnikiem a,

a jest podzielne przez b,

a jest wielokrotnoscia b.



/\ n|0,

nez

/\ n|n,

nezZ

/\ +1|n,

nez

/\O\n:>n:O.

nezZ

Przypadki szczegdlne



Wtasnosci relacji podzielnosci

Twierdzenie
| jest relacja w Z oraz

~ jezelialb i b

c, toa

c,
~ jezelialb i a
alsb + tc,

¢, to dla dowolnych liczb catkowitych s i t zachodzi
~> dla dowolnej liczby catkowitej ¢ # 0,
alb < ca|ch.

Cwiczenie

Udowodni¢ powyzsze twierdzenie.



Dzielenie z resztg

Twierdzenie o dzieleniu z resztg

Niech n € Z oraz d € N. Istnieje wtedy dokfadnie jedna para liczb
catkowitych q i r, dla ktorej

n=qd+r oraz 0<r<d.



Dzielenie z resztg

Twierdzenie o dzieleniu z resztg
Niech n € Z oraz d € N. Istnieje wtedy dokfadnie jedna para liczb
catkowitych q i r, dla ktorej

n=qd+r oraz 0<r<d.

Dowdéd
~ Istnienie.

~ Jedynos¢.



Przyktady

~ 14=2-6+42,
~ 31=4-7+3,
~ 55 =315+ 10.



Podtoga i sufit

~ Funkcja podtoga
| x| := najwieksza liczba catkowita mniejsza lub réwna x.
~  Funkcja sufit

[x] := najmniejsza liczba catkowita wieksza lub réwna x.



Podtoga i sufit

~ Funkcja podtoga

| x| := najwieksza liczba catkowita mniejsza lub réwna x.
~  Funkcja sufit

[x] := najmniejsza liczba catkowita wieksza lub réwna x.
W szczegdlnosci dla dowolnej liczby x € R mamy

|x] < x < |[x+1], x< [x] <x+1



lod

Istnienie. Niech

Dzielenie z reszta: dowéd



Dzielenie z reszta: dowéd

~ |Istnienie. Niech

Wtedy oczywiscie
n=n—qd+qd=qd+r
oraz

<g+1l = qgd<n<qgd+d = 0<r<d.

Q>

q<



Dzielenie z reszta: dowéd

~ Jedyno$¢. Zatézmy, ze dla q, ¢’, r i r' zachodzi

n=qd+r=qd+7r, o< r,r <d.



Dzielenie z reszta: dowéd

~ Jedyno$¢. Zatézmy, ze dla q, ¢’, r i r' zachodzi
n=qd+r=qd+7r, 0<r,r<d.

Wtedy
(—¢)d+(r—r)=0



Dzielenie z reszta: dowéd

~ Jedyno$¢. Zatézmy, ze dla q, ¢’, r i r' zachodzi
n=qd+r=qd+7r, 0<r,r<d.

Wtedy
(g—q)d+(r—r)=0.

Poniewaz —d < r — r’ < d, to (dlaczego?) r — r' = 0.



Dzielenie z reszta: dowéd

~ Jedyno$¢. Zatézmy, ze dla q, ¢’, r i r' zachodzi
n=qd+r=qd+7r, 0<r,r<d.

Wtedy
(g—q)d+(r—r)=0.

Poniewaz —d < r — r’ < d, to (dlaczego?) r — r' = 0. Wtedy
réwniez (g — q')d =0, skad g — ¢’ = 0. Zatem g =q' oraz r = r'.



Oznaczenia

Jezeli
n=qd+r, 0<r<d,

to g nazywamy ilorazem, a r reszta z dzielenia n przez d. Piszemy
réwniez
g =ndivd, r=nmod d.



Wzory

Niech n € Z, d € N. Wtedy

ndivd= [gJ nmodd:<g—ndivd)d.



Wzory

Niech n € Z, d € N. Wtedy

ndivd= EJ nmodd:<g—ndivd)d.

Jako wniosek otrzymujemy

n= (ndivd)d+ nmod d, 0<nmodd<d.



Algorytm dzielenia

input: n > 0, d > 0
output: q, r €Z, n=qd +r, 0 < r <d

q :=0

r:=n

while r > d do
q:=q+1
r:=r -d

end



Algorytm dzielenia

input: n > 0, d > 0
output: q, r €Z, n=qd +r, 0 < r <d

q := 0
r:=n
while r > d do
q:=q+1
r:=r -d
end

Dlaczego ten algorytm dziata?



Algorytm dzielenia: przyktad

Niech n=31id =7.



Algorytm dzielenia: przyktad

Niech n=31id =7.

obrot petli ‘ q ‘ r ‘ r>=n
0 0131 1
1 11|24 1
2 2|17 1
3 3110 1
4 4 3 0



Niezmienniki petli

Zdanie p jest niezmiennikiem petli

1 while g do
2 S
3 end

jezeli spetniony jest nastepujacy warunek:



Niezmienniki petli

Zdanie p jest niezmiennikiem petli

1 while g do
2 S
3 end

jezeli spetniony jest nastepujacy warunek:

Jesli zdania p i g sa prawdziwe zanim wykonamy kroki S, to zdanie p
bedzie prawdziwe po wykonaniu S.



Niezmienniki petli

Twierdzenie o niezmiennikach (R. Floyd, 1967 r.)
Zatézmy, ze p jest niezmiennikiem petli

1 while g do
2 S
3 end

oraz, ze zdanie p jest prawdziwe przed wejsciem w petle. Wtedy zdanie p
jest prawdziwe po kazdej iteracji petli. Jednoczesnie jesli petla sie konczy,
to po jej zakonczeniu zdanie p jest prawdziwe, a zdanie g fatszywe.



Algorytm dzielenia

input: n > 0, d > 0

output: q, r €Z, n=qd + r, 0 < r < d
q := 0

P 8=;)

while r > d do
q:=q+1
r :=r - d
end



Algorytm dzielenia

input: n > 0, d > 0
output: q, r €Z, n = qd + r
q := 0
r:=n
# niezmiennik: qd + r = n, r =2 0
while r > d do
q:=q+1
r:=r -d
end



Algorytm dzielenia: dowéd poprawnosci

Zdanie qd + r=nAr >0 jest niezmiennikiem petli, poniewaz
>0dlar>doraz

(g+1)d+(r—d)=qd+r+d—d=n.
Przed wykonaniem petli zdanie gd + r = n A r > 0 jest prawdziwe,

gdyz
0-d+n=n A n>0.

Algorytm sie zatrzymuje, poniewaz
r—d<r.
Na mocy twierdzenia o niezmiennikach po zakonczeniu mamy
gd+r=n A r=0 A =(r > d)

czyli
gd+r=n A 0<r<d.



Najwiekszy wspdlny dzielnik

Niech m i n beda liczbami catkowitymi.

~  Zbidr wspdlnych dzielnikéw dodatnich liczb m i n jest niepusty
poniewaz 1/mi 1|n.

~ Jezeli m=#£ 0 lub n # 0, to liczby m i n maja tylko skonczenie wiele
wspdlnych dzielnikéw dodatnich.

~ Jezeli m #£ 0 lub n # 0, to najwiekszy wspdlny dzielnik dodatni
liczb m i n oznaczamy przez

NWD(m, n).



Najwiekszy wspdlny dzielnik

Niech m i n beda liczbami catkowitymi.

~  Zbidr wspdlnych dzielnikéw dodatnich liczb m i n jest niepusty
poniewaz 1/mi 1|n.

~ Jezeli m=#£ 0 lub n # 0, to liczby m i n maja tylko skonczenie wiele
wspdlnych dzielnikéw dodatnich.

~ Jezeli m #£ 0 lub n # 0, to najwiekszy wspdlny dzielnik dodatni
liczb m i n oznaczamy przez

NWD(m, n).

Jak znalez¢ NWD(m, n)?



NWD

Zadanie

NWD(135, 120)?



NWD

Zadanie

NWD(135, 120)?

135 = 33.5, 120=2%.3.5.



NWD

Zadanie

NWD(135, 120)?

135 = 33.5, 120=2%.3.5.

Stad
NWD(135, 120) = 15.



10

11

12

NWD — wersja naiwna

input: myn € Ng, m + n > 0

output: d = NWD (m,n)

d := 1, k :=2

while k < m A k < n do
if klm A k|n do

d :=d~* k

m := m/k

n := n/k
else

k := k+1

end
end



10

11

12

NWD — wersja naiwna

input: myn € Ng, m + n > 0

output: d = NWD (m,n)

d := 1, k :=2

while k < m A k < n do
if klm A k|n do

d :=d~* k
m := m/k
n := n/k

else
k = k+1

end

end
Dla m, n ~ 2100 petla moze obréci¢ sie okoto

2100

razy.



Algorytm Euklidesa

Twierdzenie

Zatézmy, ze m € Ng i n € N. Wtedy zbiér wspélnych dzielnikéw liczb m
i n jest taki sam jak zbiér wspdlnych dzielnikéw liczb n i (m mod n).



Algorytm Euklidesa

Twierdzenie

Zatézmy, ze m € Ng i n € N. Wtedy zbiér wspélnych dzielnikéw liczb m
i n jest taki sam jak zbiér wspdlnych dzielnikéw liczb n i (m mod n).

Dowdd.
~»  Wystarczy sprawdzi¢ (dlaczego?), ze

/\(k]m/\k]n) <= [k|n A k|(m mod n)].
keN



Algorytm Euklidesa

Twierdzenie

Zatézmy, ze m € Ng i n € N. Wtedy zbiér wspélnych dzielnikéw liczb m
i n jest taki sam jak zbiér wspdlnych dzielnikéw liczb n i (m mod n).

Dowdd.
~»  Wystarczy sprawdzi¢ (dlaczego?), ze

/\(k]m/\k]n) <= [k|n A k|(m mod n)].
keN

~ Powyzsza réwnowaznos¢ wynika (dlaczego?) z réwnosci

m = (m div n)n 4+ m mod n.



Algorytm Euklidesa

Whiosek
Jezeli me NgineN, to

NWD(m, n) = NWD(n, m mod n).



Algorytm Euklidesa

Whiosek
Jezeli me NgineN, to

NWD(m, n) = NWD(n, m mod n).

Przyktady:

NWD(135, 120) = NWD(120, 15) = NWD(15,0) = 15,



Algorytm Euklidesa

Whiosek
Jezeli me NgineN, to

NWD(m, n) = NWD(n, m mod n).

Przyktady:

NWD(135, 120) = NWD(120, 15) = NWD(15,0) = 15,

NWD(135,40) = NWD(40, 15) = NWD(15, 10) =
= NWD(10,5) = NWD(5,0) = 5.



Algorytm Euklidesa

input: myn €Ng, m + n > 0
output: d = NWD(m,n)

d :=m

k :=n

while k # 0 do
(d,k) := (k,d mod k)
end



0 ~ o (& » w N -

Algorytm Euklidesa

input: myn €Ng, m + n > 0
output: d = NWD(m,n)
d :=m
k :=n
# NWD(d,k) = NWD(m,n)
while k # 0 do

(d,k) := (k,d mod k)
end



Algorytm Euklidesa

input: m,n

output: d
d:=m
k :=n
while k # 0 do
(d,k) := (k,d mod k)

end

: dowdd poprawnosci



Algorytm Euklidesa: dowdd poprawnosci

input: m,n ~> Petla sie konczy, poniewaz
output: d 0 < dmod k < k.
d::=m

k :=n

while k # 0 do
(d,k) := (k,d mod k)
end



Algorytm Euklidesa: dowdd poprawnosci

input: m,n ~> Petla sie konczy, poniewaz
output: d 0 < dmod k < k.

d:=m ~ NWD(d, k) = NWD(m, n) jest
ki=mn niezmiennikiem petli.

while k # 0 do
(d,k) := (k,d mod k)
end



Algorytm Euklidesa: dowdd poprawnosci

input: m,n ~> Petla sie konczy, poniewaz
output: d 0 < dmod k < k.

d:=m ~ NWD(d, k) = NWD(m, n) jest
ki=mn niezmiennikiem petli.

while k # 0 do ~» Po zakonczeniu mamy k =0
(dyk) := (k,d mod k) NWD(d, k) = NWD(m, n), skad
end d = NWD(d,0) = NWD(m, n).



Algorytm Euklidesa: dowdd poprawnosci

input: m,n ~> Petla sie konczy, poniewaz
output: d 0 < dmod k < k.

d:=m ~ NWD(d, k) = NWD(m, n) jest
ki=mn niezmiennikiem petli.

while k # 0 do ~» Po zakonczeniu mamy k =0
(dyk) := (k,d mod k) NWD(d, k) = NWD(m, n), skad
end d = NWD(d,0) = NWD(m, n).

Algorytm wykonuje co najwyzej max{m, n} 4+ 1 obrotéw petli.



Algorytm Euklidesa: przykfady

m=45n=12 | m=20,n=63 | m=12,n=6

(d, k) | (d, k) | (d.k)
(45,12) (20,63) (12,6)
(12,9) (63,20) (6,0)
(9.3) (20,3)
(3,0) (3,2)
(2.1)
(1.0)




Algorytm Euklidesa: przykfady

m=45n=12 | m=20,n=63 | m=12,n=6

(d, k) | (d, k) | (d.k)
(45,12) (20,63) (12,6)
(12,9) (63,20) (6,0)
(9.3) (20,3)
(3,0) (3,2)
(2.1)
(1.0)

Wyglada na to, ze obrotéw petli jest istotnie mniej niz n. lle?



Algorytm Euklidesa: ztozonos¢
Twierdzenie
Algorytm Euklidesa wykonuje co najwyzej
2logy(m+n)+1

przebiegéw petli.



Algorytm Euklidesa: ztozonos¢

Twierdzenie
Algorytm Euklidesa wykonuje co najwyzej

2logy(m+n)+1

przebiegéw petli.

Dla przypomnienia

logo(m+n) =a =

27 = m+n.



Algorytm Euklidesa: ztozonos¢
Twierdzenie
Algorytm Euklidesa wykonuje co najwyzej
2logy(m+n)+1
przebiegéw petli.
Dla przypomnienia
logo(m+n) = a = 22 =m+n.
Przyktadowo, jezeli m, n ~ 2100 to

log,(m 4 n) ~ log,(2 - 219) = log,(21%%) = 101.



Algorytm Euklidesa: ztozonos¢

Twierdzenie
Jezelim > n> 0, to

2
n+mmodn<§(m+n).



Algorytm Euklidesa: ztozonos¢

Twierdzenie
Jezelim > n> 0, to

2
n+mmodn<§(m+n).

Dowdd. Mamy

2
n+mmodn<§(m+n) <= 3n+3(mmod n) <2m+2n



Algorytm Euklidesa: ztozonos¢

Twierdzenie
Jezelim > n> 0, to

2
n+mmodn<§(m+n).

Dowdd. Mamy

2
n+mmodn<§(m+n) <= 3n+3(mmod n) <2m+2n

<= n+3[m— (mdivn)n] <2m



Algorytm Euklidesa: ztozonos¢

Twierdzenie
Jezelim > n> 0, to

2
n+mmodn<§(m+n).

Dowdd. Mamy

2
n+mmodn<§(m+n) <= 3n+3(mmod n) <2m+2n

<= n+3[m— (mdivn)n] <2m
<= m— (mdivn)n <2n(mdivn)—n



Algorytm Euklidesa: ztozonos¢

Twierdzenie
Jezelim > n> 0, to

2
n+mmodn<§(m+n).

Dowdd. Mamy

2
n+mmodn<§(m+n) <= 3n+3(mmod n) <2m+2n
<= n+3[m— (mdivn)n] <2m
<= m— (mdivn)n <2n(mdivn)—n
—

m mod n < n[2(m div n) — 1],



Algorytm Euklidesa: ztozonos¢

Twierdzenie
Jezelim > n> 0, to

2
n+mmodn<§(m+n).

Dowdd. Mamy

2
n+mmodn<§(m+n) 3n+3(mmod n) < 2m+2n

—

<= n+3[m— (mdivn)n] <2m

<= m— (mdivn)n <2n(mdivn)—n
<= mmod n < n[2(m div n) — 1],

a ostatnia nieréwnos$¢ jest prawdziwa, poniewaz m mod n < n
imdivn>1.



Algorytm Euklidesa: ztozonos¢

Ztozono$¢ Algorytmu Euklidesa

liczba obrotéw < 2log,(m+ n) + 1.
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Algorytm Euklidesa: ztozonos¢
Ztozono$¢ Algorytmu Euklidesa

liczba obrotéw < 2log,(m+ n) + 1.

Dowéd. Mozna zatozy¢ (dlaczego?), ze m > n. Przy kazdym obrocie
petli

while k # 0 do
(d,k) := (k,d mod k)
end

mamy nowe(d) + nowe(k) < 3(d + k).
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Algorytm Euklidesa: ztozonos¢
Ztozono$¢ Algorytmu Euklidesa

liczba obrotéw < 2log,(m+ n) + 1.

Dowéd. Mozna zatozy¢ (dlaczego?), ze m > n. Przy kazdym obrocie
petli
while k # 0 do
(d,k) := (k,d mod k)
end

mamy nowe(d) + nowe(k) < 3(d + k). Zatem, jezeli obrotéw byto i, to
(dlaczego?) 1 < (%)’(m + n).
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Algorytm Euklidesa: ztozonos¢
Ztozono$¢ Algorytmu Euklidesa

liczba obrotéw < 2log,(m+ n) + 1.

Dowéd. Mozna zatozy¢ (dlaczego?), ze m > n. Przy kazdym obrocie
petli

while k # 0 do
(d,k) := (k,d mod k)
end

mamy nowe(d) + nowe(k) < 3(d + k). Zatem, jezeli obrotéw byto i, to
(dlaczego?) 1 < (%)i(m+ n). Stad (3)" < m+ n, czyli

3
i log, 3 < logy(m + n).
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Algorytm Euklidesa: ztozonos¢
Ztozono$¢ Algorytmu Euklidesa

liczba obrotéw < 2log,(m+ n) + 1.

Dowéd. Mozna zatozy¢ (dlaczego?), ze m > n. Przy kazdym obrocie
petli

while k # 0 do
(d,k) := (k,d mod k)
end

mamy nowe(d) + nowe(k) < 3(d + k). Zatem, jezeli obrotéw byto i, to
(dlaczego?) 1 < (%)i(m+ n). Stad (3)" < m+ n, czyli

3
2ilog, 3 < 2logy(m + n).
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Algorytm Euklidesa: ztozonos¢
Ztozono$¢ Algorytmu Euklidesa

liczba obrotéw < 2log,(m+ n) + 1.

Dowéd. Mozna zatozy¢ (dlaczego?), ze m > n. Przy kazdym obrocie
petli

while k # 0 do
(d,k) := (k,d mod k)
end

mamy nowe(d) + nowe(k) < 3(d + k). Zatem, jezeli obrotéw byto i, to
(dlaczego?) 1 < (%)i(m+ n). Stad (3)" < m+ n, czyli

3
i < 2ilogy 3 < 2logy(m + n).



Rozszerzony algorytm Euklidesa

input: myn € Ng, m + n > 0
output: d = NWD (m,n)
d :=m
k :=n
while k # 0 do

(d,k) := (k,d mod k)
end



Rozszerzony algorytm Euklidesa

input: myn € Ng, m + n > 0
output: d = NWD(m,n)
d :=m
k :=n
while k # 0 do
# d = (d div k)k + d mod k
q :=d div k
(d,k) := (k,d - q * k)
end



Rozszerzony algorytm Euklidesa

d :=m

k :=n

while k # 0 do
q :=d div k

(d)k) = (k:d - q * k)
end



d :
k :

Rozszerzony algorytm Euklidesa

m
n

while k # 0 do

q

:=d div k

(d)k) o= (k:d - q % k)

end

d =135 |

k




d :
k :

Rozszerzony algorytm Euklidesa

m
n

while k # 0 do

q

:=d div k

(d)k) o= (k:d - q % k)

end

d=135| k=40

d=40 | k=135-3-40



o o S w N -

d :
k :

Rozszerzony algorytm Euklidesa

m
n

while k # 0 do

q

:=d div k

(d)k) o= (k:d - q % k)

end

d=135| k=40
d=40 | k=135-3-40
d=15 | k=40—-2-15



o o S w N -

d :
k :

Rozszerzony algorytm Euklidesa

m
n

while k # 0 do

q

:=d div k

(d)k) o= (k:d - q % k)

end

d=135| k=40

d=40 | k=135-3-40
d=15 | k=40—-2-15
d=10 | k=15-1-10



o o S w N -

d :
k :

Rozszerzony algorytm Euklidesa

m
n

while k # 0 do

q

:=d div k

(d)k) o= (k:d - q % k)

end

d=135| k=40

d=40 | k=135-3-40
d=15 | k=40—-2-15
d=10 | k=15-1-10
d=5 | k=10-2-5



o o S w N -

d :
k :

Rozszerzony algorytm Euklidesa

m
n

while k # 0 do

q

:=d div k

(d)k) o= (k:d - q % k)

end

d=135| k=40

d=40 | k=135-3-40
d=15 | k=40—-2-15
d=10 | k=15-1-10
d=5 | k=10-2-5



o o S w N -

d :
k :

Rozszerzony algorytm Euklidesa

m
n

while k # 0 do

q

:=d div k

(d)k) o= (k:d - q % k)

end

5=15—-1-10

d=135| k=40

d=40 | k=135-3-40
d=15 | k=40—-2-15
d=10 | k=15-1-10
d=5 | k=10-2-5



o o S w N -

d :
k :

while k # 0 do
:=d div k

q

Rozszerzony algorytm Euklidesa

m d:135\ k = 40

" d=40 | k=135—3-40
d=15 | k=40—-2-15
d=10 | k=15-1-10

(d)k) o= (k:d - q % k)

end

d=5 k=10-2-5

5=15—1-10=15—1-(40 —2-15)



o o S w N -

d :
k :

while k # 0 do
:=d div k

q

Rozszerzony algorytm Euklidesa

m d:135\ k = 40

" d=40 | k=135—3-40
d=15 | k=40—-2-15
d=10 | k=15-1-10

(d)k) o= (k:d - q % k)

end

d=5 k=10-2-5

5=15-1-10=15—1-(40 —2-15) =
—3.15—1-40



o o S w N -

d :
k :

while k # 0 do
:=d div k

q

Rozszerzony algorytm Euklidesa

m d:135\ k = 40

" d=40 | k=135—3-40
d=15 | k=40—-2-15
d=10 | k=15-1-10

(d)k) o= (k:d - q % k)

end

d=5 k=10-2-5

5=15—1-10=15—1-(40 —2-15) =
—3.15-1-40=3-(135—3-40)—1-40



o o S w N -

d :
k :

while k # 0 do
:=d div k

q

Rozszerzony algorytm Euklidesa

m d:135\ k = 40

" d=40 | k=135—3-40
d=15 | k=40—-2-15
d=10 | k=15-1-10

(d)k) o= (k:d - q % k)

end

d=5 k=10-2-5

5=15—1-10=15—1-(40 —2-15) =
—3.15-1-40=3-(135—3-40)—1-40
—3-135— 10 - 40.



Rozszerzony algorytm Euklidesa

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb m, n € Ny, ktére nie sa jednoczesnie réwne zero,
istnieja takie liczby catkowite s i t, ze

NWD(m,n) =s-m+t-n.



Rozszerzony algorytm Euklidesa

d:=m
k :=n
while k # 0 do
q :=d div k

(d,k) := (k,d - g * k)
end



Rozszerzony algorytm Euklidesa

d::=m
k :=n
while k # 0 do
q :=d div k
(d,k) := (k,d = g * k)
end

do =135 | ko = 40 qi
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d::=m
k :=n
while k # 0 do
q :=d div k
(d,k) := (k,d = g * k)
end

do =135 | ko=40 | q

di =40 | ky =135-3-40 | g1 =3
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d::=m
k :=n
while k # 0 do
q :=d div k
(d,k) := (k,d = g * k)
end

do =135 | ko=40 | q

d1:40 k1:135—3-40 q1:3
d2:15 k2:40—2‘15 q2:2
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d::=m
k :=n
while k # 0 do
q :=d div k
(d,k) := (k,d = g * k)
end

do =135 | ko = 40 qi

d1:40 k1:135—3-40 q1:3
d2:15 k2:40—2‘15 q2:2
d3:10 k3:15—1-10 q3:1
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d::=m
k :=n
while k # 0 do
q :=d div k
(d,k) := (k,d = g * k)
end

do =135 | ko = 40 qi

d1:40 k1:135—3-40 q1:3
d2:15 k2:40—2‘15 q2:2
d3:10 k3:15—1-10 q3:1
d4:5 k4:10—25 Q4:2



Rozszerzony algorytm Euklidesa

d:=m do=135| ko =40 | g
k :=n
while k # 0 do d =40 | k=151 g1 =3

d2:15 k2:10 q2:2
d3:10 k3:5 q3:].
d4:5 k4:0 C]4:2

g :=d div k
(d)k) = (k,d - q * k)
end
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d:=m do=135| ko =40 | g

k :=n

while k # 0 do dy =408 i = 158 g1 =13
q := i d2:15 k2:10 q2:2
(d,k) = (k,d - q % k) d3:10 k3:5 q3:].

end d4:5 k4:0 C]4:2

~ di = ki_1, qi = di_1 div d},



od

od

Rozszerzony algorytm Euklidesa

d:=m do=135| ko =40 | g

k :=n

while k # 0 do =40} k=151 q =3
q :=d div k CASSEIN LS O (OIS
(d,k) 1= (k,d = g * k) B0 =5 ="

end d4:5 k4:0 C]4:2
di = ki_1, qi = d;_1 div d},
iv1i=ki=di_1—qi-kisi=di_1—q-d.



d :=m
k :=n

while k # 0 do
g :=d div k
:= (k,d - g * k)

(d, k)
end

~ di = ki1, qi =

Rozszerzony algorytm Euklidesa

i1 div d;,

d0:135 ‘ k0:40‘ qi
d1:40 k1:15 Q1:3
d2:15 k2:10 o> =
d3:10 k3:5 q3:].
d4:5 k4:0 C]4:2

v dipr =k =dio1 —qi- ki1 =di1 —q; - dj.

Zatemdlai=1,2,...

qi =

,J mamy

i—1 div d;,

diy1 =di—1—q; - d;.
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~  Mamy
do =m

oraz
g; = d;i_1 div d;, diy1=di-1—gqi-d;

dlai=1,2,...,j (j - liczba obrotéw petli).
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~  Mamy
do =m

oraz
g; = d;i_1 div d;, diy1=di-1—gqi-d;

dlai=1,2,...,j (j - liczba obrotéw petli).

~ Dodatkowo wiemy, ze

di = NWD(m, n).
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Mamy
do =m

oraz
g; = d;i_1 div d;, diy1=di-1—gqi-d;

dlai=1,2,...,j (j - liczba obrotéw petli).
Dodatkowo wiemy, ze

di = NWD(m, n).

Chcemy
d=s-m+t-n
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Mamy
do =m

oraz
g; = d;i_1 div d;, diy1=di-1—gqi-d;

dlai=1,2,...,j (j - liczba obrotéw petli).
Dodatkowo wiemy, ze

di = NWD(m, n).

Chcemy
d=s-m+t-n

Skonstruujemy takie ciagi (s;), (t;), ze

di =s;-m+tj-n, i=0,1,....,J.



Rozszerzony algorytm Euklidesa
~> Na poczatku chcemy, aby
m=dy=so-m+tg-n,

wiec przyjmujemy so = 1, tg = 0.
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Na poczatku chcemy, aby
m=dy=sy-m+ty-n,

wiec przyjmujemy so = 1, tg = 0.
Dalej chcemy, aby

n=d; =s -m+t;-n,

wiec przyjmujemy s; =0, t; = 1.
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Na poczatku chcemy, aby
m=dy=sy-m+ty-n,

wiec przyjmujemy so = 1, tg = 0.
Dalej chcemy, aby

n=d; =s -m+t;-n,

wiec przyjmujemy s; =0, t; = 1.
Nastepnie, skoro wiemy, ze d» = dy — g1d1, to

dp=so-m+ty-n—qi(si-m-+t;-n)=

= (50 — q151) m+ (to = q1t1) n.

s2 to
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~> Nastepnie, skoro wiemy, ze d» = dy — g1 d1, to

do = (so — q151) m+ (to — quit1) n.
—_— —_——

s2 t2
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~> Nastepnie, skoro wiemy, ze d» = dy — g1 d1, to

do = (so — q151) m+ (to — quit1) n.
—_— —_——

s2 t2

~> Ogoblnie, dla i > 1 przyjmujemy

Si+1 = Si—1 — {iSi, tiv1 = ti—1 — qit;.
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Nastepnie, skoro wiemy, ze d» = dy — g1d1, to

do = (so — q151) m+ (to — quit1) n.
—_— —_——

s [
Ogolnie, dla i > 1 przyjmujemy
Si+1 = Si—1 — qjSi, tiv1 = ti-1 — qit;.
Wtedy, jezeli
d=si-m+t-n oraz di_1=s_1-m+ti_q1-n,
to

div1 =di-1—qidi = siy1-m+tiy1-n.
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Nastepnie, skoro wiemy, ze d» = dy — g1d1, to

do = (so — q151) m+ (to — quit1) n.
—_— —_——

s2 t2

Ogolnie, dla i > 1 przyjmujemy

Si+1 = Si—1 — qjSi, tiv1 = ti-1 — qit;.
Wtedy, jezeli
d=si-m+t-n oraz di_1=s_1-m+ti_q1-n,
to
div1 =di-1—qidi = siy1-m+tiy1-n.

Z zasady indukgcji otrzymujemy

diy1 = Sit1- M+t n, i=12,...,j-1
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input: myn €Ng, m + n > 0
output: d = NWD(m,n)

d:=m

k :=n

while k # 0 do
q :=d div k

(d’k) = (k;d - q % k)
end
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Rozszerzony algorytm Euklidesa

input: myn €Ng, m + n > 0
output: d = NWD(m,n)

d :=m
d :=n
SEEI= A

-

1, s
t =0, t :=1

while d # 0 do

q :=d div d

(d,d") := (d',d-q x d’)
(s,s’) := (s',s—q * &)
(t,t") := (t',t-q » t))

end
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12

13

Rozszerzony algorytm Euklidesa

input: myn €Ng, m + n > 0
output: d = NWD(m,n)

d :=m
d :=n
SEEI= A

1, s
t =0, t :=1
#d=sm+ tn, d = s'm+ t'n
while d # 0 do

q :=d div d

(d,d) := (d',d-q x d’)
(s,s’) := (s',s—q * &)
(t,t") := (t',t-q » t))

end



10

11

12

input: m,n
output: d = NWD (m,n)

d :

d

SIS
155

m

n

1
0

/
sy S

, t
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=0
=1

while d' # 0 do
d div d
(d,d’) :=
(s,s’) :=
(t,t') :=

q

end

(d',d-q % d’)
(s',s-q % s')
(t',t-q x t)

il di|aq| s | t
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12

input: m,n
output: d = NWD (m,n)

d :

d

SIS
155

m

n

1
0

/
sy S

, t
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=0
=1

while d' # 0 do
d div d
(d,d’) :=
(s,s’) :=
(t,t') :=

q

end

(d',d-q % d’)
(s',s-q % s')
(t',t-q x t)

il di|aq| s | t

0135 |

1]
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11

12

input: m,n

Rozszerzony algorytm Euklidesa

output: d = NWD (m,n)

d :=m

d :=n

s :=1, s’ :=0

t =0, t :=1

while d' # 0 do
q :=d div d
(d,d) := (d',d-q * d')
(s,s') = (s',s-q x §)
(t,t) = (t',t-q » t)

end
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input: m,n
output: d = NWD (m,n)

d/:= m i ‘ d; ‘q;‘ Si ‘ t
d :=
SR 0 135 1] 0
. 1140 3]0 1
while d # 0 do 2 RCON e RS )

q :=d div d

(d,d) := (d',d-q * d')

(s,s') = (s',s-q x §)

(t,t) := (t',t-q » t))

end



=] ~ o o
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11

12

Rozszerzony algorytm Euklidesa

input: m,n
output: d = NWD (m,n)

d:=m
d :=n
s :=1, s’ :=0

t =0, t :=1
while d' # 0 do

q :=d div d

(d,d) := (d',d-q » d')
(s,s') = (s',s—q x s’)
(t,t') := (t',t-q = t))

end

! ‘ d; ‘ qi ‘ Sj ‘ ti
0| 135 1 0
1] 40 | 3 0 1
2| 15 | 2 1 -3
3110 |1 |-=2 7
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input: m,n
output: d = NWD (m,n)

d:=m
d :=n
s :=1, s’ :=0

t =0, t :=1
while d' # 0 do

q :=d div d

(d,d) := (d',d-q » d')
(s,s') = (s',s—q x s’)
(t,t') := (t',t-q = t))

end
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Rozszerzony algorytm Euklidesa

input: m,n
output: d = NWD (m,n)

d:=m
d :=n
s :=1, s’ :=0

t =0, t :=1
while d' # 0 do

q :=d div d

(d,d) := (d',d-q » d')
(s,s') = (s',s—q x s’)
(t,t') := (t',t-q = t))

end

il di |ai| si|

0| 135 1 0

1140 | 3] 0 1

2115 | 2 1 -3
3110 |1 =2 7

41 5 2 3 | —10
51 0
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Rozszerzony algorytm Euklidesa

input: m,n
output: d = NWD (m,n)

d:=m
d :=n
s :=1, s’ :=0

t =0, t :=1
while d' # 0 do

q :=d div d

(d,d") := (d',d-q % d')

(s,s') i= (s',s—q x s’)

(t,t) = (t',t-q » t))
end

NWD(135,40) = 5 = 3- 135 + (—10) -

il di |ai| si|

0| 135 1 0

1140 | 3] 0 1

2115 | 2 1 -3
3110 |1 =2 7

41 5 2 3 | —10
51 0

40.




