Relacje
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Definicja (Relacja) \//

Dowolny podzbiér zbioru X x Y nazywamy relacja dwuargumentows.



Relacje

Definicja (Relacja)
Dowolny podzbiér zbioru X x Y nazywamy relacja dwuargumentows.

Jezei RC X x Y i to méwimy, ze elementy x i y s3 ze soba

w relacji R i piszemy xRy
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9

/;a



WHtasnos$ci relacji

Niec@bgdzie relacja. Méwimy, ze jest ona

~» zwrotna, gd
' /\XRX, (= /\(XRQQ ':2
X >< X



WHtasnos$ci relacji

Niech R C X x X bedzie relacja. Méwimy, ze jest ona

~» zwrotna, gdy

/\ xRx,
/\(XRy = yRx), A QX)LJ < R = (b ]x)dz
<99

%534

~» symetryczna, gdy



WHtasnos$ci relacji

Niech R C X x X bedzie relacja. Méwimy, ze jest ona

~ zwrotna, gdy
/\XRX,
X

~» symetryczna, gdy

N (xRy = yRx),
X,y

~> antysymetryczna, gdy O(,@)ég = X

)(Ay(ny A yRx) = x =y, (v ) €R

)



WHtasnos$ci relacji

Niech R C X x X bedzie relacja. Méwimy, ze jest ona

~ zwrotna, gdy
/\XRX,
X

~» symetryczna, gdy
N (xRy = yRx),
X,y

~> antysymetryczna, gdy

/\(XRy AyRx)=x =y,

X,y [2 (2
DL,
X f) ol

/\ (xRy AN yRz) = xRz,

X7y7Z

~> przechodnia, gdy



WHtasnos$ci relacji

Niech R C X x X bedzie relacja. Méwimy, ze jest ona

0%

zwrotna, gdy
/\ xRx,

symetryczna, gdy

N (xRy = yRx),
X,y
antysymetryczna, gdy

/\(XRy AyRx)=x =y,
X,y

przechodnia, gdy
/\ (xRy A yRz) = xRz,
X7y7Z

spdéjna, gdy

/\(ny V yRXx).
X,y



Przyktad

Niech R bedzie relacja w Z zdefiniowana nastepujaco ;é

e

xRy = 4|(y — x).

R=1(xy)€ 2= L"Q“XS
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Przyktad
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Niech }3 bedzie relacja w Z zdeflnlowanq na@@co
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Czy jest to relacja zwrotna, symetryczna, antysymetryczna, przechodnia,
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Przyktad

Niech R bedzie relacja w Z zdefiniowana nastepujaco

xRy = 4|(y — x).

Czy jest to relacja zwrotna, symetryczna, antha, przechodnia,
opoia?

Jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.



Relacje porzadku

Niech R C X x X bedzie relacja w X.
—



Relacje porzadku

x 5
Niech R C X x X bedzie relacja w X. \f

Definicja (Porzadek czesciowy) ?

Jezeli relacja jest zwrotna,(antysymetryczna)i przechodnia, to nazywamy
ja relacja czeSciowo porzadkujgcy, a zbiér X czesciowo

uporzadkowanym.




Relacje porzadku

Niech R C X x X bedzie relacja w X.

Definicja (Porzadek czesciowy)

Jezeli relacja jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia, to nazywamy

ja relacja czeSciowo porzadkujaca, a zbiér X czesciowo
uporzadkowanym. ;

f

Definicja (Porzadek liniowy/catkowity)

Jezeli relacja jest zwrotna, antysymetryczna, przechodnia to

nazywamy j3 relacja liniowo porzadkujaca, a zbiér X liniowo

J
uporzadkowanym.
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Relacje porzadku

Jezeli R jest relacjg porzadku, to czesto zamiast xRy piszemy

X< y.
———— 3

Moéwimy w tym przypadku, ze x poprzedza y lub y nastepuje po x.



Relacje porzadku

Jezeli R jest relacjg porzadku, to czesto zamiast xRy piszemy
X<y,

Moéwimy w tym przypadku, ze x poprzedza y lub y nastepuje po x.

Jezeli x < y lub y < x to méwimy, ze elementy x i y s3 poréwnywalne.




Przyktady

— (X < X> wWe s L\A\foj‘\”&“\‘

< N\E GGA ’\re)\&C/G—SJ anv\f(&\éu.l

~ Relacja < jest relacjg catkowicie porzadkujaca w R.
~+ Relacja podzielnosci | jest relacja czeSciowego porzadku ( )
~ Relacja inkluzji C jest relacja czesciowego porzadku w zbiorze

potegowym 24 ustalonego zbioru A.
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Zawezenie porzadku —
_
X

R <
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Jezeli < jest relacjg porzadku w X oraz Y C X, to < (zawezona do Y)
jest rowniez relacjg porzadku w Y. /) ——




Elementy wyréznione

£ X

Niech < bedzie relacja porzadku w X oraz Y C X. @

~> Element x € Y nazywamy elementem maksymalnym w Y/, jezeli
" ———, . . )
nyﬁ poprzedza on zadnego innego elementu zbioru Y, to znaczy

=% =5 LeX
YA -\ v Exax<y) (/N x5y

&/( { yeyY 'Z)éY

¢

~ Element x € Y nazywamy elementem minimalnym w Y, jezeli
nie poprzedza go zaden inny element zbioru Y, to znaczy

T m/\ -\ (y #x Ay <x).
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Elementy wyréznione
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Niech X = R bedzie zbiorem yporzadkowanym przez relacje < oraz

Y = (0,1).
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Elementy wyréznione

Niech X = R bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje < oraz

Y = (0,1).

~> Elementem minimalnym Y jest 0.

~> /biér Y nie posiada elementu maksymalnego.






Elementy wyréznione

W) alb o= e el L

Niech X = N bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje podzielnosci
| oraz

Y = {2": ne N} U{3": ne N} U {5).
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Elementy wyréznione

Niech X = N bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje podzielnosci
| oraz

Y ={2": ne N} U{3": ne N} U {5}.

~> Elementami minimalnymi Y s3 2, 3 5.

~> Elementem maksymalnym Y jest 5.



Elementy wyréznione

o MQ6 "

~ Element x € Y nazywamy elementem najwiekszym w Y/, jezeli
—— ———dag : :
nastepuje po wszystkich elementach zbioru Y, to znaczy

/\ y < X.
yeY /"\ ‘]’
~ Element x € Y nazywamy elementem najmniejszym w Y, Jezell

poprzecjza wszystkie elementy zbioru Y, to znaczy /‘

SR VAN

Niech < bedzie relacja porzadku w X oraz Y C X.




Elementy wyréznione

Niech X = R bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje < oraz
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%%‘ QO\/QL\ \/\,\QLS ~
"% byvol V\&S W



Elementy wyréznione

Niech X = R bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje < oraz

Y = (0,1).

~> Elementem najmniejszym Y jest 0.

~ Zbidér Y nie posiada elementu najwiekszego.



0 Elementy wyréznione

AN
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Niech X = N bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje podzielnosci

| oraz
Y ={2":ne N}U{3": ne N} U{5}.
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Elementy wyréznione

Niech X = N bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje podzielnosci
| oraz

Y ={2": ne N} U{3": ne N} U {5}.

~> /Zbiér Y nie posiada elementu najmniejszego.

~ Zbiér Y nie posiada elementu najwiekszego.



WHtasnosci elementéw wyréznionych AN

R R=1):xeZ ]

~ W zbiorze uporzagdkowanym moze istnie¢ wiecej niz jeden
element minimalny i wiecej niz jeden element maksymalny.



WH1tasnosci elementéw wyréznionych

~ W zbiorze uporzagdkowanym moze istnie¢ wiecej niz jeden
element minimalny i wiecej niz jeden element maksymalny.

~» W zbiorze uporzadkowanym istnieje co najwyzej jeden element
najwiekszy oraz co najwyzej jeden element najmniegjszy.



WH1tasnosci elementéw wyréznionych

~ W zbiorze uporzagdkowanym moze istnie¢ wiecej niz jeden
element minimalny i wiecej niz jeden element maksymalny.

~» W zbiorze uporzadkowanym istnieje co najwyzej jeden element
najwiekszy oraz co najwyzej jeden element najmniegjszy.

~ Jezeli w zbiorze uporzadkowanym istnieje element najwiekszy

(najmniejszy), to jest on jedyny i jest jednoczesnie jedynym 0 X
elementem maksymalnym (minimalnym). (1
J#x ) = Aol
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W M- /\ < X
9 . N



Kresy zbioru
(%)

Niech < bedzie relacja porzadku w X oraz Y C X.
i

~ Element{/x\_G/X}azywamy ograniczeniem goérnym zbioru Y, jezeli

/\y<x.

yeyY



Kresy zbioru

Niech < bedzie relacja porzadku w X oraz Y C X.

~» Element x € X nazywamy ograniczeniem gérnym zbioru Y, jezeli

/\y%x.

yeyY

~ Element x € X nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru Y, jezeli

N\ x=y.

yeY



Kresy zbioru

Niech < bedzie relacja porzadku w X oraz Y C X.

~» Element x € X nazywamy ograniczeniem gérnym zbioru Y, jezeli

/\y<x.

yeyY

~ Element x € X nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru Y, jezeli

/\X<y' U Seanste,

~ Jezeli istnieje( najmniejs?e}graniczenie gorne zbioru Y, to
nazywamy je kresem gérnym zbioru Y. ’




Kresy zbioru

Niech < bedzie relacja porzadku w X oraz Y C X.

~» Element x € X nazywamy ograniczeniem gérnym zbioru Y, jezeli

/\y%x.

yeyY

~ Element x € X nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru Y, jezeli

N\ x=y.

yeY

~ Jezeli istnieje najmniejsze ograniczenie goérne zbioru Y, to
nazywamy je kresem gérnym zbioru Y.

~ Jezeli istnieje najwieksze ograniczenie dolne zbioru Y/, to
nazywamy je kresem dolnym zbioru Y.



Kresy zbioru

Niech X = R bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje < oraz

5O I LDAES Y = (0,1).
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Kresy zbioru

Niech X = IR bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje < oraz

Y = (0,1).

Zbiorem ograniczen dolnych Y jest zbiér (—o0, 0).
Zbiorem ograniczen gérnych Y jest zbiér (1, 400).

Kresem dolnym zbioru Y jest 0.

LA A

Kresem gérnym zbioru Y jest 1.



Kresy zbioru m |
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Niech X = N bedzie zbiorem uporzqdkowanyrjn ;l)rzez relacje podzielnosci
| oraz ‘ '
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Kresy zbioru

Niech X = N bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje podzielnosci
| oraz

Y ={2":ne N} U{3": ne N} U{5}.

Zbiorem ograniczen dolnych jest {1}.
Zbiér Y nie ma ograniczen gérnych.

Kresem dolnym zbioru Y jest 1.

Zbiér Y nie ma kresu dotnego:

85« 1,700
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WH1tasnosci elementéw wyréznionych

¥

~» W niepustym i]skoﬁczonymgpodzbiorze Y zbioru uporzadkowanego
(X, <) istnigje ajmniej jeden element maksymalny i co najmnig;
jeden element minimalny.

~ || Jezeli w niepustym i’skor'lczonym podzbiorze Y zbioru
uporzadkowanego (X, <) istnieje doktadnie jeden element

maksymalny (minimalny), to jest on jednoczesnie elementem
najwiekszym (najmniejszym) i kresem gérnym (dolnym) zbioru Y.




WHtasnosci kreséw

~ Jezeli w zbiorze uporzadkowanym Y istnieje kres gérny (dolny), to
nie musi on by¢ elementem zbioru Y.



WHtasnosci kreséw

~ Jezeli w zbiorze uporzadkowanym Y istnieje kres gérny (dolny), to
nie musi on by¢ elementem zbioru Y.
~» W dowolnym zbiorze uporzagdkowanym Y moze istnie¢ co najwyzej

jeden kres gory (dolny).



Relacje réwnowaznoSci

Definicja (Relacja réwnowaznosci)

Relacje zwrotna, symetryczng i przechodnia nazywamy relacja
rownowaznoscil.



Relacje réwnowaznosci 4

Definicja (Relacja réwnowaznosci)
Relacje zwrotna, symetryczng i przechodnia nazywamy relacja

rownowaznosci,

Definicja (Klasa abstrakcji) R
Klasg abstrakcji elementu x wzgledem relacjij\}v X nazywamy zbior

x] ={y € X:y~x}. [x]:{be Y:

T T xRy

s




Relacje réwnowaznoSci

Definicja (Relacja réwnowaznosci)

Relacje zwrotna, symetryczng i przechodnia nazywamy relacja
rownowaznoscil.

Definicja (Klasa abstrakcji)

Klasg abstrakcji elementu x wzgledem relacji ~ w X nazywamy zbiér
[x] ={y e X:y~ x}.

/bioér wszystkich klas abstrakcji nazywamy zbiorem ilorazowym
| oznaczamy (X/~).



Relacje réwnowaznoSci

Niech X = 7Z, a relacja ~ bedzie zdefiniowana jako

_——
a~b = 3|(a — b).

Na przyktad ®
T e L 2

po-n 91y o<y L =036



Relacje réwnowaznoSci

(1] = 5“44 -S -1 Ak 3 A0

Niech X = 7Z, a relacja ~ bedzie zdefiniowana jako

a~b = 3|(a — b).

- N

lp-1o =©

Yio XAV,



Relacje réwnowaznoSci

Niech X = 7Z, a relacja ~ bedzie zdefiniowana jako
a~b = 3|(a — b).

Na przyktad
1~ 10, -3~ 0, 11 ~ 2.

Jest to relacja rownowaznosci.

Klasami abstrakcji s3 zbiory

0= {...,—6,-3,0,3,6,...},
e (.. 521,487}, Z
ok {...,—4,-1,2,5.8,...}.

(9] +[8] =117

[51= o
€]




Zasada abstrakcji

Twierdzenie (Zasada abstrakcji)

Jezeli ~ jest relacja rownowaznosci w zbiorze X, to
~ wszystkie klasy abstrakcji sa niepuste, x < ):x]
~ kazdy element x € X nalezy do pewnej klasy abstrakcji, « é[x]

~ dwie klasy abstrakcji sa albo réwne, albo nie maja elementow

wspdlnych. [03 (\ E/l} :%
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