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Punkt 1. nazywamy pierwszym krokiem indukcyjnym, a punkt
2. drugim krokiem indukcyjnym.



Przyktad 1
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Przyktad 1

Zadanie
Wykaza¢, ze
~ n(n+1)

5 p(n)

1+2+---+n

dla dowolnej liczby naturalnej n.

Sprawdzamy warunek poczatkowy: dla n = 1 réwnos$¢ przyjmuje postac
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a zatem jest prawdziwa.
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Otrzymana réwno$¢ jest identyczna ze zdaniem p(n + 1), co konczy
dowdd.



Wazne oznaczenia
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Przyktad 2

Nieréwnos¢ Bernoulliego

Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x >
liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

(1+x)" > 1+ nx.

Dla n = 1 nieréwnos$¢ przyjmuje postaé
1+x>1+4 x,

wiec jest oczywiscie spetniona.

—1 oraz dowolnej

p(n)
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/Zatézmy teraz, ze nieréwnos$¢ zachodzi dla ustalonego n € N. Wtedy
i p(n)
(1+x)"""=(1+x)"(14+x) = (14 nx)(1+ x)
=14+ (n+Dx+nx*>1+ (n+1)x,
zatem p(n) = p(n+ 1), co konczy dowdd.

Gdzie uzyliSmy zatozenia x > —17
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Przyktad 4

Wykaza¢, ze kazda nieujemna liczba catkowita ma rozwiniecie binarne,



Przyktad 4
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Przyktad 4

Wykaza¢, ze kazda nieujemna liczba catkowita ma rozwiniecie binarne,
to znaczy dla kazdego n > 0 istnieja r > 0 oraz takie liczby cg, c1,..., ¢,
ze zbioru {0, 1}, ze

n = (CrCr_1Cr_2 - C1C0)2 =c 2" + Cr_12r_1 + -+ C121 + C020.

Liczba n = 0 ma rozwiniecie dwdjkowe

0 = (0),.
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wiec
n+1= (Cr...Cl].)z.



Indukcja skonczona

Wszystkie omoéwione zasady indukcji maja swoje odpowiedniki
skonczone.

Twierdzenie (Zasada indukcji skonczonej)
Niech n > 1 i zatézmy, ze
—~ 1. p(1),

> A Ip(k) = p(k+ 1))
ke{1,2,...n—1}

Wtedy
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5‘%/’4
4. \a@) " 10— T

Zatézmy, ze w pewnym panstwie jest n > 1 miast i kazda para miast jest
potaczona jedng droga jednokierunkowa. Uzasadnié, ze istnieje pewna




Przyktad 5

Zatézmy, ze w pewnym panstwie jest n > 1 miast i kazda para miast jest
potaczona jedng droga jednokierunkowa. Uzasadnié, ze istnieje pewna
droga, ktéra przechodzi przez wszystkie miasta.

Dla n = 1 teza jest oczywista.
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~+ Niech B bedzie zbiorem tych miast (sposréd k + 1 wybranych),
z ktérych prowadzi droga do A.

~+ Niech C bedzie zbiorem tych miast (sposréd k + 1 wybranych), do
ktérych prowadzi droga z A.

/ zatozenia indukcyjnego istniej droga dg w zbiorze B, ktéra przechodzi
przez wszystkie miasta. Analogicznie istnieje droga d¢c w C, ktéra
przechodzi przez wszystkie miasta. Tworzymy teraz nowa droga

dg — A — dc, ktéra przechodzi przez wszystkie miasta.



Przyktad 6

Rozwazmy nastepujaca gre dwuosobowa. Przed graczami A i B lezy
prostokatna tabliczka czekolady wymiaru n x k (ma n - k kostek), przy
czym n, k > 1. Gracz A tamie tabliczke w dowolny sposéb na dwie
prostokatne czesci (,,pionowo” lub , poziomo’, wzdtuz krawedzi kostek).
Nastepnie wybrang przez siebie cze$¢ zjada, a druga przekazuje graczowi
B, ktéry robi to samo co gracz A: dzieli tabliczke na dwie czesci, jedna
zjada, druga przekazuje graczowi A. Gracze wykonuja te czynnosci,
dopdki jeden z nich nie otrzyma kostki wymiaru 1 x 1 — gracz ten
przegrywa i gra sie konczy.

Ktéry z graczy wygra?
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Wykaza¢, ze wszystkie koty sg tego samego koloru.

Dla n = 1 teza zachodzi w sposéb oczywisty.

Zatézmy, ze dla ustalonego n w dowolnym zbiorze n kotéw wszystkie s3
tego samego koloru. Rozwazmy teraz dowolny zbiér n + 1 kotéw ki, ko,
..., kn, koi1. Na mocy zatozenia, wszystkie koty ki, ..., k, s3 tego
samego koloru. Podobnie wszystkie koty k», ..., k,i1 s3 tego samego
koloru. Zatem

f(l’kzj...’kQ’ kn_|_1 kl,f(2’...,kn_|_])7

ten sam kolor ten sam kolor

co dowodzi, ze w dowolnym zbiorze n + 1 kotéw, wszystkie s3 tego
samego koloru.

Gdzie jest btad?
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Przyktad 7

Nie wykazaliS§my, ze prawdziwa jest implikacja

p(1) = p(2).

Dla n = 1 nie ma elementu wspdlnego k.



