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L A

Podstawowe pojecia

Zbior (A, B, C,...).
Zbioér pusty 0.
Elementy zbioru (a, b, c, .. .).

Nalezenie do zbioru (a € A).



Konstruktory zbioréw

Fakt, ze zbiér A w pewnym uniwersum X sktad sie z elementéw, dla
ktérych prawdziwa jest funkcja zdaniowa ¢(x) zapisujemy w postaci

A={xe X: ¢(x)}.



Relacje miedzy zbiorami

~ Inkluzja (zawieranie)

ACB < N(xeA=xeB)
xeX

Czytamy: A jest podzbiorem B (lub B jest nadzbiorem A).
Czasami zamiast C piszemy C.
~  Réwnosé
A=B < (ACBABCA)

lub
A=B < /\(xc€A < x€B).
xeX



Dopetnienie zbioru

Dopetnieniem zbioru A (w uniwersum X) nazywamy zbiér
Ac={xe X: x¢&A},

w ktérym zdanie x € A oznacza —(x € A).

Czasami zamiast A€ piszemy A.



Zbiér potegowy

Zbiorem potegowym 2# zbioru A nazywamy zbiér ztozony ze
wszystkich podzbioréw zbioru A, to znaczy

24 .= {B: B C A}.

Jezeli zbiér A jest skonczony i ma n elementéw, to jego zbiér potegowy
24 ma 2" elementéw.



Przyktadowe zbiory

~  Zbidr liczb naturalnych
N={1,2,...}.
~~  Zbiér liczb catkowitych
Z={.,-2,-1012...}.
~>  Zbior liczb wymiernych

Q= {g:p,qu/\q#O}.

~>  Zbior liczb rzeczywistych
R.



Operacje na zbiorach

~+  Suma zbioréw
AUB ={x:xe Avxe B}

X




Operacje na zbiorach

~+  Przeciecie (iloczyn) zbioréw

ANB={x:xe AANx € B}

X




Operacje na zbiorach

~+  Przeciecie (iloczyn) zbioréw

ANB={x:xe AANx € B}

X

Jezeli AN B = (), to méwimy, ze zbiory A i B s3 rozfaczne.



Operacje na zbiorach

~+ Réznica zbioréw

A\B={x:xe ANx ¢ B}

X




Operacje na zbiorach

~» Roznica symetryczna

AAB ={x:xc A\BVxeB\A}

X




Prawa rachunku zbioréw

~> Prawo podwdjnego dopetnienia

(A)S = A
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(A9)° = A.
Prawa przemiennosci
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~—

Prawa de Morgana

(AUB) = A°NB°, (ANB)=A°UB".
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— (x€AAXxgZC)V(xe BAx&C) (p.rozdzielnosci)
(
(

def. sumy)

e (xeA\C)V(xeB\C)
— xe(A\C)U(B\C).

def. réznicy)
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(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).

Dowdéd 3. Mamy

(AuUB)\ C=(AuB)NnC* (def. dopetnienia)
=(ANC)U(BNC) (p. rozdzielnosci)
=(A\ C)u(B\ O). (def. dopetnienia)
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drugim.
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lloczyn kartezjanski

Para uporzadkowang (a, b) nazywamy zbiér dwuelementowy {a, b}
z ustalonym porzadkiem (kolejnoscia): a jest elementem pierwszym, a b
drugim.

(a,b) = (¢,d) < [(a=c)A(b=d)].

lloczynem kartezjanskim zbioréw A i B nazywamy zbiér
Ax B:={(a,b):ac ANDb € B}.

Ogodlnie iloczynem kartezjanskim zbioréw A;, Ay, ..., A, nazywamy
zbidr

Al><A2><---xA,,::{(al,ag,...,a,,): /\ akEAk}.
ke{1,2,...,n}
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Antynomia Russella
Paradoks ktamcy

Jesli ktamca moéwi, ze ktamie, to ktamie, czy méwi prawde?

Niech
A={B: B¢ B}.

Zatem z definicji zbioru A mamy
BeA < B¢B.

Czy A jest elementem A (to znaczy, czy A € A)?

~>  Zatézmy, ze tak. Wtedy A & A, czyli otrzymujemy sprzecznosc.

~» Zatézmy, ze nie. Wtedy A ¢ A, zatem z definicji A wynika, ze
A € A. Sprzecznosc.

A nie jest zbiorem!



Maszyna Turinga — problem stopu

Problem stopu

Czy moze istnie¢ program komputerowy STOP(X, D), ktéry dla

algorytmu X oraz danych wejsciowych D zwraca:

~> true wtedy i tylko wtedy, gdy X z danymi D zatrzymuje sie
w skofnczonym czasie,

~ false wtedy i tylko wtedy, gdy X z danymi D nie zatrzymuje sie
w skonczonym czasie (zapetla sie).
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Problem stopu

Czy moze istnie¢ program komputerowy STOP(X, D), ktéry dla
algorytmu X oraz danych wejsciowych D zwraca:

~> true wtedy i tylko wtedy, gdy X z danymi D zatrzymuje sie
w skofnczonym czasie,

~ false wtedy i tylko wtedy, gdy X z danymi D nie zatrzymuje sie
w skonczonym czasie (zapetla sie).

Twierdzenie (A. Turing, 1936 r.)

Taki program nie moze istnie¢!
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Problem stopu — dowéd

Zatézmy, ze program STOP istnieje. Utwérzmy program T:

T(X) {
if STOP(X,X)
while true

Co sie stanie po wywotaniu T(T)?

~ Jezeli T(T) zatrzymuje sie w skonczonym czasie, to STOP(T,T)
zwraca true, wiec T(T) zapetla sie.

~~ Jezeli T(T) nie zatrzymuje sie w skoficzonym czasie, to STOP(T,T)
zwraca false, wiec T(T) zatrzymuje sie.



