LA A

Podstawowe pojecia

Zbior (A, B, C,...).
Zbiér pusty 0.
Elementy zbioru (a, b, c,...).

Nalezenie do zbioru (a € A).
AN



Konstruktory zbioréw

A-{xe®e x7>2) = (o )

Fakt, ze zbiér A w pewnym uniwersum X sktad sie z elementéw, dla
ktérych prawdziwa jest funkcja zdaniowa ¢(x) zapisujemy w postaci

A={xe X: ¢(x)}.



Relacje miedzy zbiorami

~ Inkluzja (zawieranie)

—

ACB < /\(xe A=xeB).
xeX

\

Czytamy: A jest podzbiorem B (lub B jest nadzbiorem A).
Czasami zamiast C piszemy| C.

_—

~  Réwnos¢
= A=B <— (ACBABCA)

lub

A=B < /\(x€A < x€B).
xeX



Dopetnienie zbioru

@ X

\_/\

Dopetnieniem zbioru A/(w uniwersum X)[nazywamy zbior

A ={xe X: x ¢ A},

w ktérym zdanie x € A oznacza —(x € A).
p—

Czasami zamiast A€ piszemy A.
<=




Zbiér potegowy

AN\

Zbiorem potegowym 24 zbioru A nazywamy zbiér ztozony ze
wszystkich podzbioréw zbioru A, to znaczy

24 .= {B: BC Al

Jezeli zbiér A jest skonczony i ma n elementéw, to jego zbiér potegowy
24 ma 2" elementéw.



Przyktadowe zbiory

~  /biér liczb naturalnych
N:={1,2,...}.
~  /bidr liczb catkowitych

( Z:{...,z,l,o,l,z,.jZ

~  Zbidr liczb wymiernych

Q::{g:p,qEZ/\q#O}.

~  /bidr liczb rzeczywistych



Operacje na zbiorach

L0
~  Suma zbioréw /

AUBZ\é{XZXEA\/XEB}
[ \

X




Operacje na zbiorach

~» Przeciecie (iloczyn) zbioréw

ANB={x:xe€ AAx e B}

X




Operacje na zbiorach

~» Przeciecie (iloczyn) zbioréw

ANB={x:xe€ AAx e B}

X

Jezeli AN B = (), to méwimy, ze zbiory A i B s3 roztaczne.



Operacje na zbiorach

A-®

~s Réznica zbioréw

A\ B ={x:xe AAx ¢ B}

X




Operacje na zbiorach
~» Réznica symetryczna/y |
AAB ={x: xe A\ BV x e B\ A}

. \
(AU QD)\QA(\@




Prawa rachunku zbioréw

~> Prawo podwdjnego dopetnienia

(AS)C = A. \ﬂ(v, P) = \?



Prawa rachunku zbioréw

~> Prawo podwdjnego dopetnienia
(A°)° = A.
~»  Prawa przemiennosci

AUB=BUA, ANB=BnNA



Prawa rachunku zbioréw

~> Prawo podwdjnego dopetnienia
(A°)° = A.
~»  Prawa przemiennosci
AUB = BUA, ANB=BnNA.
~» Prawa facznosci

(AUB)UC=AU(BUC), (ANB)NC=AN(BN Q).



Prawa rachunku zbioréw

Prawo podwdjnego dopetnienia
(A°)° = A.
Prawa przemiennoSci
AUB = BUA, ANB=BnNA.
Prawa facznosci
(AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NC=AnN(BNC).
Prawa rozdzielnoSci

AU(BNC)=(AUB)N (AU C),
AN(BUC)=(ANB)U (AN C).



Prawa rachunku zbioréw

Prawo podwdjnego dopetnienia
(A°)° = A.
Prawa przemiennoSci
AUB = BUA, ANB=BnNA.
Prawa facznosci
(AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NC=AnN(BNC).
Prawa rozdzielnoSci

AU(BNC)=(AUB)N (AU C),
AN(BUC)=(ANB)U (AN C).

Prawa de Morgana

(AUB) = A°NBS, (AN B) = A°UB°".



Przyktad

Wykaza¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).



Przyktad

Wykaza¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé
(AUB)\C=(A\CQ)u(B\ Q).
[

Dowéd 1.
/(




Przyktad

Wykaza¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).
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(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).
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Przyktad

Wykaza¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).

Dowéd 1.




Przyktad

Wykaza¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).

[1

\ Dowéd 1.
]




Przyktad

Wykazaé¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).

A=p = [\ xehoxes

X &



Przyktad

Wykazaé¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).

Dowdd 2. Musimy pokazag, ze

A [x€(AUB)\ C < x € (A\C)u(B\ C)].
XEX o~ — —



Przyktad

Wykazaé¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).

Dowdd 2. Musimy pokazag, ze

A [x€(AUB)\ C < x € (A\C)u(B\ C)].

xeX

Niech x € X.




Przyktad

Wykazaé¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).

Dowdd 2. Musimy pokazag, ze
A [x€(AUB)\ C < x € (A\C)u(B\ C)].

X}A\ (=> ><€/L\/\><§ZB

Niech x € X. Wt%

XE@\@@



Przyktad

Wykazaé¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).

Dowdd 2. Musimy pokazag, ze
A [x€(AUB)\ C < x € (A\C)u(B\ C)].
xeX

Niech x € X. Wtedy XGAU% =) ><€A v xeld

x€(AUB)\ C <
— xe (AUB)Ax¢C (def. réznicy)




Przyktad

Wykazaé¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).

Dowdd 2. Musimy pokazag, ze

A [x€(AUB)\ C < x € (A\C)u(B\ C)].

xeX
Niech x € X. Wtedy (f 4 0]/)/\ == (V/\Y)V(T/W)
x€(AUB)\ C <
— xe (AUB)Ax¢C (def. réznicy)
— (x€e AVvxeB)Ax & C (def. sumy)

P 1 -



Przyktad

Wykazaé¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).

Dowdd 2. Musimy pokazag, ze

A [x€(AUB)\ C < x € (A\C)u(B\ C)].

xeX

Niech x € X. Wtedy

x€(AUB)\ C <
— xe (AUB)Ax¢C (def. réznicy)
— (x€e AVvxeB)Ax & C (def. sumy)

= W) V(ixeBAx&C) (p.rozdzielnosci)
M e

x€ A\ C X & E)\C/



Przyktad

Wykazaé¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).

Dowdd 2. Musimy pokazag, ze

A [x€(AUB)\ C < x € (A\C)u(B\ C)].

xeX

Niech x € X. Wtedy

x€(AUB)\ C <
— xe (AUB)Ax¢C (def. réznicy)
— (x€e AVvxeB)Ax & C (def. sumy)
— (xe AAxZC)V(xeBAx&C) (p.rozdzielnosci)
— (xe A\C)V(xe B\ C(C) (def. réznicy)




Przyktad

Wykazaé¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ C).

Dowdd 2. Musimy pokazag, ze

A [x€(AUB)\ C < x € (A\C)u(B\ C)].

xeX

Niech x € X. Wtedy

x€(AUB)\ C <

— xe (AUB)Ax¢C (def. réznicy)
[(:> (xe AVxeB)Ax¢&C (def. sumy)
3 <— (xeAAXxEZC)V(xeBAx¢gC) (p.rozdzielnosci)

— (xe A\C)V(xe B\ C(C) (def. réznicy)

«— xe (A\C)U(B\ C). (def. sumy)



A % c X Przyktad

\% A(\% (\P))()C =
%’WK BuO)e(Buc)

Wykaza¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ O).



Przyktad

Wykaza¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ O).

Dowéd 3. Mamy

(AUB)\ C =



Przyktad

Wykaza¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ O).

Dowéd 3. Mamy

(AUB)\C=(AUuB)NnC* (def. dopetnienia)



Przyktad

Wykaza¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ O).

Dowéd 3. Mamy

(AUB)\C=(AUuB)NnC* (def. dopetnienia)
= (ANC)U(BNC) (p. rozdzielnosci)

~—"




Przyktad

Wykaza¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi réwnosé

(AUB)\ C = (A\ C)U(B\ O).

Dowéd 3. Mamy

(AUB)\C=(AUuB)NnC* (def. dopetnienia)
=(ANC)U(BNC®) (p. rozdzielnosci)
=(A\ C)u(B\ C). (def. dopetnienia)



lloczyn kartezjanski

Para uporzqdkowana}(a, b) Lazywamy zbiér dwuelementowy {a, b}
z ustalonym porzadkiem (kolejnoscia): a jest elementem pierwszym, a b

drugim.
/A

(= b)i= LS | 3 @)M} bie(ab)

[

&




lloczyn kartezjanski

Para uporzadkowanga (a, b) nazywamy zbiér dwuelementowy {a, b}
z ustalonym porzadkiem (kolejnoscia): a jest elementem pierwszym, a b
drugim.

(a,b) =(c,d) <= [(a=c)AN(b=d)]



lloczyn kartezjanski

Para uporzadkowanga (a, b) nazywamy zbiér dwuelementowy {a, b}
z ustalonym porzadkiem (kolejnoscia): a jest elementem pierwszym, a b
drugim.

(a,b) =(c,d) <= [(a=c)AN(b=d)]

lloczynem kartezjanskim zbiorow A i B nazywamy zbior

Ax B:={(a,b): ac ANb e B}.

R x R r{(&)%}: QGQ A ‘Dei@i = IRL
T (=)

(




lloczyn kartezjanski

Para uporzadkowanga (a, b) nazywamy zbiér dwuelementowy {a, b}
z ustalonym porzadkiem (kolejnoscia): a jest elementem pierwszym, a b
drugim.

(a,b) =(c,d) <= [(a=c)AN(b=d)]

lloczynem kartezjanskim zbiorow A i B nazywamy zbior
Ax B:={(a,b): ac ANb e B}.

Ogodlnie iloczynem kartezjanskim zbioréw A1, A, ..., A, nazywamy
zbiodr

A X Ap x --- X Api={(a1,a2,...,an): /\ ax € Ax}.

N > ke{1.2,....n

R \ ’ QK\“’)%’) E,{ :

R 0 R RxReR

Cs

_——




Antynomia Russella
Paradoks ktamcy

Jesli ktamca méwi, ze ktamie, to ktamie, czy méwi prawde?
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Niech
A={B: B ¢ B}.
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Niech
A={B: B ¢ B}.

Zatem z definicji zbioru A mamy

BeA << B¢B.
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BeA << B¢B.

Czy A jest elementem A (to znaczy, czy A € A)?



Antynomia Russella
Paradoks ktamcy

Jesli ktamca méwi, ze ktamie, to ktamie, czy méwi prawde?

Niech
A={B: B ¢ B}.

Zatem z definicji zbioru A mamy

BeA — BD

Czy A jest elementem A (to znaczy, czy A € A)?

~ Zatézmy, ze tak. Wtedy A £ A, czyli otrzymujemy sprzecznosc.



Antynomia Russella
Paradoks ktamcy

Jesli ktamca méwi, ze ktamie, to ktamie, czy méwi prawde?

Niech
A={B: B ¢ B}.
ﬁ/\—\’_\—\/\
Zatem z definicji zbioru A mamy

BeA << B¢B.

Czy A jest elementem A (to znaczy, czy A € A)?

~ Zatézmy, ze tak. Wtedy A £ A, czyli otrzymujemy sprzecznosc.

~ Zatézmy, ze nie. Wtedy A € A, zatem z definicji A wynika, ze
A € A. Sprzecznos¢.



A=98 &48B]
A= Ixdx} 801

L Gdel A9

A \U\(’\ms
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Antynomia Russella
Paradoks ktamcy

Jesli ktamca méwi, ze ktamie, to ktamie, czy méwi prawde?

Niech
A={B: B ¢ B}.

Zatem z definicji zbioru A mamy
BeA << B¢B.

Czy A jest elementem A (to znaczy, czy A € A)?

~ Zatézmy, ze tak. Wtedy A £ A, czyli otrzymujemy sprzecznosc.

~ Zatézmy, ze nie. Wtedy A € A, zatem z definicji A wynika, ze
A € A. Sprzecznos¢.

A nie jest zbiorem!



Maszyna Turinga — problem stopu

Jf]@p o
hel P \ew

Problem stopu

Czy moze istnie¢ program komputerowy STOP(X, D), ktéry dla
algorytmu X oraz danych wejsciowych D zwraca:

~ true wtedy i tylko wtedy, gdy X z danymi D zatrzymuje sie
w skonczonym czasie,

~ false wtedy i tylko wtedy, gdy X z danymi D nie zatrzymuje sie
w skonczonym czasie (zapetla sie). \ (D)

X NS
[ <ToP @ ”A“B?MF -

D\/) - | ?3 X&D) 5I§O ii— 1%\@\/}2,




Maszyna Turinga — problem stopu

Problem stopu

Czy moze istnie¢ program komputerowy STOP(X, D), ktéry dla
algorytmu X oraz danych wejsciowych D zwraca:

~ true wtedy i tylko wtedy, gdy X z danymi D zatrzymuje sie
w skonczonym czasie,

~ false wtedy i tylko wtedy, gdy X z danymi D nie zatrzymuje sie
w skonczonym czasie (zapetla sie).

Twierdzenie (A. Turing, 1936 r.)

Taki program nie moze istniec!



=

N

Problem stopu — dowdd

Zatézmy, ze program STOP istnieje. Utwdrzmy program T:

T(X) { B 3 b
if STOP(X,X) <« =1\ =D ><<>(> sip Vel

while true
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Problem stopu — dowdd

Zatézmy, ze program STOP istnieje. Utwdrzmy program T:

T(X) {
if STOP(X,X)
while true

Co sie stanie po wywotaniu T(T)?
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Problem stopu — dowdd

Zatézmy, ze program STOP istnieje. Utwdrzmy program T:

T(X) {
if STOP(X,X)
while true

Co sie stanie po wywotaniu T(T)?

~+ Jezeli T(T) zatrzymuje sie w skonczonym czasie, to STOP(T,T)
zwraca true, wiec T(T) zapetla sie.



=

N

Problem stopu — dowdd

Zatézmy, ze program STOP istnieje. Utwdrzmy program T:

T(X) {
if STOP(X,X)
while true

Co sie stanie po wywotaniu T(T)?

~+ Jezeli T(T) zatrzymuje sie w skonczonym czasie, to STOP(T,T)
zwraca true, wiec T(T) zapetla sie.

~+ Jezeli T(T) nie zatrzymuje sie w skonczonym czasie, to STOP(T,T)
zwraca false, wiec T(T) zatrzymuje sie.



