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Zdania

Definicja (Zdanie logiczne)

Zdaniem logicznym nazywamy dowolne stwierdzenie, ktéremu mozna
przyporzadkowa¢ wartos¢ logiczng prawda lub fatsz.

Czy to s3 zdania?

~  Wista jest rzeka. TAK
~ Krakow jest rzeka. TAK
~» Czy Odra jest rzeka? NIE



Wartosci logiczne

prawda = 1 E@ fatsz = 0 E@
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Funktory zdaniotwédrcze

alternatywa wykluczajaca lub XOR: &

pbg = —(peq)

kreska Sheffera lub NAND: |

plg = -(pAgq)

strzatka Peirce’a lub NOR: |

plg = —(pVaq)
plag|p®qg|plg|plq
T|T| F F F
TIF| T T F
FIT| T T F
FIF| F T T
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Warunek konieczny i dostateczny

P=4q

~+ p jest warunkiem dostatecznym (wystarczajacym) dla q.
~> @ jest warunkiem koniecznym dla p.

Przyktad

Niech
p = ,liczba n jest podzielna przez 3"

q = ,liczba n jest podzielna przez 6"

~> p jest warunkiem koniecznym dla q.

~» @ jest warunkiem wystarczajacym dla p.
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Definicja (Zmienna logiczna)

Zmienng logiczng nazywamy zmiennga, zwykle oznaczana p, q, r, ...

ktéra moze przyjac tylko dwie wartosci: prawda lub fatsz.

Definicja (Funkcja zdaniowa)

Funkcja zdaniowa nazywamy wyrazenie ztozone ze zmiennych
logicznych potaczonych w poprawny sposéb funktorami i nawiasami.

{l{le=95)=(@As)]A=(qgA5s)} = —(p=>5)

Definicja (Tautologia, prawo rachunku zdan)

Tautologig nazywamy funkcje zdaniowa, ktéra dla dowolnego
wartoéciowania zmiennych w niej wystepujacych przyjmuje wartosé
prawda.



Zupetnosc¢

Definicja (Zupetny zbiér funktoréw)

Powiemy, ze zbidér funktoréw A jest zupetny, jezeli kazda funkcja
zdaniowa moze by¢ w sposéb rownowazny zapisana przy wykorzystaniu
wytacznie funktoréw ze zbioru A.



Zupetnosc¢

Definicja (Zupetny zbiér funktoréw)

Powiemy, ze zbidér funktoréw A jest zupetny, jezeli kazda funkcja
zdaniowa moze by¢ w sposéb rownowazny zapisana przy wykorzystaniu
wytacznie funktoréw ze zbioru A.

Twierdzenie

Zbiory
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—(-p)=p

~» Prawa przemiennosci
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~ Prawa facznosci
(pVa)Vrl=[pV(qVr) <@/%QQ>4C/ = & (094()
[(pAg)Arl=[pA(gAT)]



Prawa rachunku zdan

Prawo podwdjnego przeczenia
—(-p)=p

Prawa przemiennoSci
(PVaq)=(qVp)
(PAg)=(qAp)

Prawa tacznosci
[(pVa)vr=[pV(gVr)
[((pAag)ANrl=[pA(gnr)
Prawa rozdzielnosci
[pV(gAnN]=[(pVa)A(pVr)

pA(gVvr)]=[pAg)V(pAr)]



Prawa rachunku zdan

Prawo podwdjnego przeczenia
—(-p)=p

Prawa przemiennoSci
(PVaq)=(qVp)
(PAg)=(qAp)

Prawa tacznosci
[(pVa)vr=[pV(gVr)
[((pAag)ANrl=[pA(gnr)
Prawa rozdzielnosci
[pV(gAnN]=[(pVa)A(pVr)
[pA(gV)l=[(pAg)V(pAr)
Prawa de Morgana
~(pVq)=(=pA—q)
~(PAg)=(=pVq)



Prawa rachunku zdan

~» Prawo podwdjnego przeczenia
—(-p)=p
Prawa przemiennoSci
(PVaq)=(qVp)
(PAg)=(qAp)
Prawa tacznosci
[(pVa)vr=[pV(gVr)
[((pAag)ANrl=[pA(gnr)
Prawa rozdzielnosci
[pV(gAnN]=[(pVa)A(pVr)
[pA(gV)l=[(pAg)V(pAr)
Prawa de Morgana
~(pVq)=(=pA—q)
~(PAg)=(=pVq)
~>  Prawo kontrapozycji
(p=q)=(~g=—p)




Prawa rachunku zdan

o
(p=q)=(-pVaq) ~ (pAF)=F
(p:w)ﬁ(pAﬂq)J ~ (PAT)=p
(PVp)=p ~ (pVF)=p
(PAP)=p ~ (pVT)=T
(p=p)=T | 4 (=P=r]
(Pxp)=T w (p=>T)=T
(pV-p)=T w (F=p)=T
(pA—p)=F = (T;‘p)zi




Przyktady

Wykaza¢, ze ponizsze funkcje zdaniowe sg tautologiami:
v (op=q) = [(-p=—q) = p],
~ [(pPAg)=r] e [(pA—r)=—q],

~ {llp=5s)=(gAs)A=(gAs)}=(p=5)



Przyktady

Wykaza¢, ze ponizsze funkcje zdaniowe sg tautologiami:

~ (=p=q)=[(-p= —q)=p],

~ [(pAg)=r]e[(pA—r)= g

~ {llp=5s)=(gAs)A=(gAs)}=(p=5)

Metody
~+ Tabela prawdy (préby zero-jedynkowe, ,brute-force”).
~> Prawa rachunku zdan.

~  Drzewko'".
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Przyktady

[(PAq :>I’]<:>[(p/\—lr):>—|q]
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Uwagi
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~+ Im wiecej zmiennych, tym (duzo) wieksza tabela prawdy. Dla n
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~» Podane metody mozna taczy¢.

/"



Uwagi

Im wiecej zmiennych, tym (duzo) wieksza tabela prawdy. Dla n
zmiennych tabela ma 2" wierszy!

Podane metody mozna taczyc.

Aby sprawdzi¢, ze funkcja zdaniowa nie jest tautologia, wystarczy
poda¢ jedno warto$ciowanie zmiennych, przy ktérym funkcja ta
przyjmuje wartos¢ F. .
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Postaci I
ostacie normalne |\ Vot llondly

Definicja (Koniunkcyjna posta¢ normalna, CNF)

Powiemy, ze funkcja zdaniowa isana w koniunkcyjnej postaci

normalnej, jezeli jest pdstaci

(P1®- - @m,,)@%@- - -@qnq)@. - -@(ﬁ@- - @Fnr),

przy czym wszystkie wyrazenia wystepujace w nawiasach s3 literatami
(zmienna logiczna badZ negacja zmiennej logicznej — p lub —p).
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Postacie normalne

Definicja (Koniunkcyjna posta¢ normalna, CNF)

Powiemy, ze funkcja zdaniowa jest zapisana w koniunkcyjnej postaci
normalnej, jezeli jest postaci ‘V/vzfr

v
(PLV . VP )ALV o Vg ) A AV oV ),
przy czym wszystkie wyrazenia wystepujace w nawiasac literatami

(zmienna logiczna badZ negacja zmiennej logicznej — p Iub%

Definicja (Dysjunkcyjna posta¢ normalna, DNF)

— \iM@ql/\.../\qnq)®...@l’1/\.../\I’nr).
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Postacie normalne

Definicja (Koniunkcyjna posta¢ normalna, CNF)

Powiemy, ze funkcja zdaniowa jest zapisana w koniunkcyjnej postaci
normalnej, jezeli jest postaci

(PLV . VP )ALV oV gn ) A AV oV ),

przy czym wszystkie wyrazenia wystepujace w nawiasach s3 literatami
(zmienna logiczna badZ negacja zmiennej logicznej — p lub —p).

Definicja (Dysjunkcyjna posta¢ normalna, DNF)

(PL A APR) V(LA AGn)V ...V (1A A1)

Twierdzenie

Kazda funkcje zdaniowa mozna zapisa¢ w rownowaznej jej postaci
normalnej (CNF i DNF).
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Spetnialnos$¢ funkcji zdaniowych

Definicja (Funkcja spetnialna)

Powiemy, ze funkcja zdaniowa jest spetnialna, jezeli istnieje takie
wartosciowanie zmiennych w niej wystepujacych, przy ktérym funkcja
przyjmie wartos¢ T.
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Definicja (Funkcja spetnialna)

Powiemy, ze funkcja zdaniowa jest spetnialna, jezeli istnieje takie
wartosciowanie zmiennych w niej wystepujacych, przy ktérym funkcja
przyjmie wartos¢ T.

{l{le=r)=(@As)|A=(qgAs)} A(-p=5)



Spetnialnos$¢ funkcji zdaniowych

Definicja (Funkcja spetnialna)

Powiemy, ze funkcja zdaniowa jest spetnialna, jezeli istnieje takie
wartosciowanie zmiennych w niej wystepujacych, przy ktérym funkcja
przyjmie wartos¢ T.

{l{le=r)=(@As)|A=(qgAs)} A(-p=5)

Twierdzenie
Jezeli © jest funkcja zdaniows, to

& jest spetnialna wtedy i tylko wtedy, gdy —® nie jest tautologia.



Problem SAT i P = NP

Pytanie

Jak sprawdzi¢, czy funkcja zdaniowa jest spetnialna?
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Problem SAT i P = NP

/DNX: C~/\~~/\-~> V <\y,/\,~,/\w> V

Pytanie — AN

Jak sprawdzi¢, czy funkcja zdaniowa jest spetnialna?

QD AMN\“’J@

Czy istnieje cos lepszego niz brute-force (czyli tabela prawdy)?
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Problem SAT

Jak sprawdzi¢, czy funkcja zdaniowa jest spetnialna?

Pytanie
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Nie wiadomo!



Problem SAT i P = NP

Pytanie

Jak sprawdzi¢, czy funkcja zdaniowa jest spetnialna?

Czy istnieje cos lepszego niz brute-force (czyli tabela prawdy)?
Nie wiadomo!

Nagroda za rozwiazanie: $1,000,000.
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Problem SAT i P = NP

Pytanie

Jak sprawdzi¢, czy funkcja zdaniowa jest spetnialna?
Czy istnieje cos lepszego niz brute-force (czyli tabela prawdy)?
Nie wiadomo!

Nagroda za rozwiazanie: $1,000,000.

Jezeli da sie to zrobi¢ szybko, to da sie réwniez (szybko) ztamaé RSA.



Dowody nie wprost

Jak mozna dowies¢ twierdzenia postaci

p=q’



Dowody nie wprost

Jak mozna dowies¢ twierdzenia postaci

p=q’

Prawo kontrapozyc;ji:

(p=q) =(—g=—p).



Dowody nie wprost

Jak mozna dowies¢ twierdzenia postaci

p=q’

Prawo kontrapozyc;ji:

(p=q) =(—g=—p).

Twierdzenie

Jezeli dla liczb naturalnych m i n zachodzi m + n > 33, to m > 17 lub
n>17.



Dowody nie wprost
Jak mozna dowies¢ twierdzenia postaci

p=q’

Prawo kontrapozyc;ji:
(p=q) = (—g=—p).

Twierdzenie

Jezeli dla liczb naturalnych m i n zachodzi m + n > 33, to m > 17 lub
n>17.

Dowdd

~  Latézmy, ze m < 16 1 n < 16.



Dowody nie wprost
Jak mozna dowies¢ twierdzenia postaci

p=q’

Prawo kontrapozyc;ji:
(p=q) = (—g=—p).

Twierdzenie

Jezeli dla liczb naturalnych m i n zachodzi m + n > 33, to m > 17 lub
n>17.

Dowdd
~  Zatézmy, ze m < 16 1 n < 16.
~ Wtedy m+n <16+ 16 < 32 < 33.



Dowody nie wprost
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Dowody nie wprost

(p=q)=[(pN—q)=F]

Twierdzenie % %

Jezell liczba naturalna n jest zio% to ma dzielnik wiekszy od 1, ktory
@ mnigjszy tab rowny +/n.
\ P
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Dowody nie wprost

(p=q)=[(pN—q)=F]

Twierdzenie

Jezeli liczba naturalna n jest ztozona, to ma dzielnik wiekszy od 1, ktory
jest mniejszy lub réwny +/n.

Dowédd

Istniejq takie liczby naturalne a, b > 2, ze n = ab.
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Twierdzenie

Jezeli liczba naturalna n jest ztozona, to ma dzielnik wiekszy od 1, ktory
jest mniejszy lub réwny +/n.

Dowéd
Istniejq takie liczby naturalne a, b > 2, ze n = ab.

~ [Latézmy, ze liczba n nie ma dzielnika, ktéry jest mniejszy lub réwny

/1.



Dowody nie wprost

(p=q)=[(pN—q)=F]

Twierdzenie

Jezeli liczba naturalna n jest ztozona, to ma dzielnik wiekszy od 1, ktory
jest mniejszy lub réwny +/n.

Dowéd
Istniejq takie liczby naturalne a, b > 2, ze n = ab.

~ [Latézmy, ze liczba n nie ma dzielnika, ktéry jest mniejszy lub réwny
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Dowody nie wprost

(p=q)=[(pN—q)=F]

Twierdzenie

Jezeli liczba naturalna n jest ztozona, to ma dzielnik wiekszy od 1, ktory
jest mniejszy lub réwny +/n.

Dowéd
Istniejq takie liczby naturalne a, b > 2, ze n = ab.

~ [Latézmy, ze liczba n nie ma dzielnika, ktéry jest mniejszy lub réwny

\V/n.
~+ QOznacza to, ze a > /ni b > /n.

~+ Stad n=ab > +/n\/n=n.



Dowody nie wprost

(p=q)=[(pN—q)=F]

Twierdzenie

Jezeli liczba naturalna n jest ztozona, to ma dzielnik wiekszy od 1, ktory
jest mniejszy lub réwny +/n.

Dowéd
Istniejq takie liczby naturalne a, b > 2, ze n = ab.

~ [Latézmy, ze liczba n nie ma dzielnika, ktéry jest mniejszy lub réwny

\V/n.
Oznacza to, ze a > /ni b > /n.

Stad n = ab > \/ny/n = n.

Otrzymana sprzeczno$¢ konczy dowdd.
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Dowody nie wprost

(~p=F)=p



Dowody nie wprost

(—p=F)=np

Cwiczenie P

~ Dowieé¢, e liczba v/2 jest niewymierna.
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Funkcje zdaniowe

Definicja (Funkcja zdaniowa jednej zmiennej)

Funkcja zdaniowa jednej zmiennej nazywamy wyrazenie postaci
/—><I>(x), zalezne od zmiennej x € X, ktoére dla dowolnej wartoéci x staje sie
zdaniem logicznym.

Zbiér X nazywamy zakresem zmiennoSci lub dziedzing funkcji
zdaniowej O.



Funkcje zdaniowe

Definicja (Funkcja zdaniowa jednej zmiennej)

Funkcja zdaniowa jednej zmiennej nazywamy wyrazenie postaci
d(x), zalezne od zmiennej x € X, ktoére dla dowolnej wartosci x staje sie
zdaniem logicznym.

Zbiér X nazywamy zakresem zmiennoSci lub dziedzing funkgji
zdaniowej O.

1%

( f(y): x +/




Funkcje zdaniowe A

Definicjfunkcji zdaniowej) //\ \)\~> \

Wykresem funkcji zdaniowej ® nazywamy zbidr

GCD) ={x € X: (D(X)},]

to znaczy zbidr wszystkich elementéw x € X, dla ktérych zdanie ®(x)
ma wartos¢ logiczng T.




Funkcje zdaniowe

Definicja (Wykres funkcji zdaniowej)

Wykresem funkcji zdaniowej ® nazywamy zbiér
S5() ={x e X: d(x)},

to znaczy zbidr wszystkich elementéw x € X, dla ktérych zdanie ®(x)
ma wartos¢ logiczng T.

Przyktady A

~ X =R, &(x) = (x —X) S(®)=R

~ X =R, &(x) = (x #x), S() =10

X = (0,+00), b(x )MS@ =(2,+%)  x(x-2)20
~ X =N, ¢o(x) = (x* <2), S(®) = {1}

N :Z/\)l) "”B



Funkcje zdaniowe

Definicja (Funkcja zdaniowa wielu zmiennych)

Funkcja zdaniowa n zmiennych nazywamy wyrazenie postaci
D(x1,...,Xn), ktore dla dowolnych wartosci x; € Xi,...,x, € X, staje

sie zdaniem logicznym.



Funkcje zdaniowe

Definicja (Funkcja zdaniowa wielu zmiennych)

Funkcja zdaniowa n zmiennych nazywamy wyrazenie postaci
D(x1,...,Xn), ktore dla dowolnych wartosci x; € Xi,...,x, € X, staje
sie zdaniem logicznym.

Definicja (Wykres funkcji zdaniowej wielu zmiennych)

Wykresem funkcji zdaniowej ®(xy, ..., x,) nazywamy zbidr

S(®) ={x1 € X1,...,xn € Xp: P(x1,...,%n)}



Kwantyfikatory

Definicja (Kwantyfikator ogélny)

Zdanie @(@

dla kazdego x zachodzi ®(x)

) Ao,

—_—
a symbol A nazywamy kwantyfikatorem ogdlnym.

zapisujemy w postaci




Kwantyfikatory

Definicja (Kwantyfikator ogélny)
Zdanie

dla kazdego x zachodzi ®(x)

zapisujemy w postaci

A\ (),

a symbol A nazywamy kwantyfikatorem ogdlnym.

Jezeli X jest zakresem zmiennosci funkcji @, to mozemy réwniez pisaé

A o). /\ <>< = x)



Kwantyfikatory

Definicja (Kwantyfikator ogélny)
Zdanie

dla kazdego x zachodzi ®(x)

A\ (),

a symbol A nazywamy kwantyfikatorem ogdlnym.

zapisujemy w postaci

Jezeli X jest zakresem zmiennosci funkcji @, to mozemy réwniez pisaé

N\ o(x).

xeX

Czasami zamiast A\ piszemy réwnie chf A\



Kwantyfikatory

Definicja (Kwantyfikator szczegétowy)
/danie

istnieje taki x, ze zachodzi ®(x)

zapisujemy w postaci

\V @(x),

a symbol \/ nazywamy kwantyfikatorem szczegétowym.



Kwantyfikatory

Definicja (Kwantyfikator szczegétowy)
/danie

istnieje taki x, ze zachodzi ®(x)

zapisujemy w postaci

\V @(x),

a symbol \/ nazywamy kwantyfikatorem szczegétowym.

Jezeli X jest zakresem zmiennosci funkcji @, to mozemy réwniez pisaé

\/ o(x).

xeX



Kwantyfikatory

Definicja (Kwantyfikator szczegétowy)
/danie

istnieje taki x, ze zachodzi ®(x)

\V @(x),

a symbol \/ nazywamy kwantyfikatorem szczegétowym.

zapisujemy w postaci

Jezeli X jest zakresem zmiennosci funkcji @, to mozemy réwniez pisaé

\/ o(x).

xeX

Czasami zamiast \/ piszem@ ox1STS



Kwantyfikatory ograniczone

Jezeli A jest podzbiorem zakresu zmiennosci funkcji zdaniowej ®(x), to

/\ S (x)] zapisujemy w postaci /\ ®(x),
B XEA

\/[X c A= d(x)] zapisujemy w postaci \/ d(x).
X XEA

d



Przyktady



Zmienne wolne i zwigzane

YMM / Q@‘@w AV de)
M X ’

Niech ®(x, y) bedzie funkcja zdaniowa dwdch zmiennych x i y.



Zmienne wolne i zwigzane

Niech ®(x, y) bedzie funkcja zdaniowa dwdch zmiennych x i y.
2

Wyrazenie

jest funkcja zdaniowa jednej zmiennej y.




Zmienne wolne i zwigzane

Niech ®(x, y) bedzie funkcja zdaniowa dwdch zmiennych x i y.

Wyrazenie

/\ d(x, y) lub \/ d(x, y)

jest funkcja zdaniowa jednej zmiennej y.

Zmienng x nazywamy zmienng zwigzang, a y zmienng wolng.



Przyktady

f
> <I>(y)z/\/xy1),y€R

xeR

o W(x)—\é/\y2>x),xeR

yeR




Przyktfady
A

N -

NE
~ ¢(y)5<\/xy:1)'y€R 6(@2 (Q\%O}

w9 = (2> x). xe b©) = \/ <o~

y€R \\ xS R
Jakie s3 Wykiesy funkcji © i W7 0 ﬁlﬁ 6 (@)
(%) = (o0)0)
w2 0 | /\ \0 2 X

€R
] 50%(00%



Przyktady

w~ O(y) = (\/Xy—l) yeR

xeR

w Y(x) E(/\y >x) x €R

yeR

Jakie s3 wykresy funkcji ® i W7

v 5(®) =R\ 10}



Przyktady

Jakie s3 wykresy funkcji ® i W7

v 5(®) =R\ 10}

S S(W) — (—O0,0)



Prawa rachunku kwantyfikatoréw

D) A $0¢) A bl x\> -
(s ) (i

- /\ (D(X): — \/ﬁcb(x), f—7<f /\7/>1—' —LPVWL

X X

—|-\/ (D(X)- — /\—I(D(X).

K'@@ X i X

~> Prawa de Morgana




Prawa rachunku kwantyfikatoréw

~> Prawa de Morgana
— /\ (D(X): = \/ﬂcb(x),
—|\/ (D(X): — /\—I(D(X).

~> Prawa przemiennosci

AA¢(x,y)A/\<b(x,y)

\/ \/ d(x,y) = \/ \/ d(x,y) = \/ d(x, y).




Prawa rachunku kwantyfikatoréw

~> Prawa de Morgana

B /\ (D(X): — \/ —®(x),
B \/ d(x)| = /\ —®(x).

~> Prawa przemiennosci b




