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Kolokwium I — 19 grudnia 2022 r. — Zestaw B

1. Zapisz formule logiczna
p=(¢&r)
w koniunkcyjnej i dysjunkcyjnej postaci normalne;j.

Rozwigzanie: Sposob I. Wykorzystujac rownowaznosci p =g = -pVqoraz p®qg = (pA—q) V (=p A q),
a nastepnie prawo lacznosci, otrzymujemy

p=>(qor)=-pVI[(gA-1)V(~gAT)]=-pV(gA-T)V(ogAT).
DNF

Ostatnia formuta jest zapisana w dysjunkcyjnej postaci normalnej. Jednoczesnie, na mocy prawa rozdzielnosci,
mamy

“pV(gA-T)V (~gAr)= [(ﬁp\/q)/\(ﬁp\/ﬁr)] V(—gAr)=
=(pVagVgA(pVagVr)A(—pV-rV-og)A(-pV-rVr),

a to jest koniunkcyjna posta¢ normalna, ktéra mozna jeszcze uprosci¢ do postaci

(—pVagVr)A(-pV-rV-og).
CNF

Spos6b II. Tabela prawdy formuty p = (¢ @ r) jest

@
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Rozwazajac te wartosciowania zmiennych, w ktoérych formuta przyjmuje warto$é logiczna T, mozemy zapisaé
rownowazna dysjunkcyjna postaé¢ normalna

(PAgA=T)V(PA-GAT)V(ZpAgAT)V (opAgA=T)V (ZpA=g A7)V (=p A =g A —r).
DNF

Podobnie, rozwazajac te wiersze, w ktorych formuta przyjmuje wartosé F, koniunkcyjna postaé¢ normalna mozemy
zapisaé jako
(tpV gV -or)A(-pVaVr)
CNF

40 pkt.

10 pkt.
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2. Wyznacz wykres funkcji zdaniowej ® zmiennej rzeczywistej x, przy czym

o) = \/2*a®-3)+2"<0. 10 pkt.
ac€R
Rozwigzanie: Mamy
o(x) = \/ 2%(a® = 3) < —a*
a€R

Poniewaz

to 0 jest elementem wykresu funkcji zdaniowej ®. Rozwazmy teraz dowolny z € R\ {0}. Wtedy z2 > 0, wiec,
J y ] J y y y €

d(x) = \/a2—3<—x25 \/a2<3—x2.
a€R a€R

Nierownosé a? < 3 — z? jest spelniona dla pewnego a € R wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 3 — ? jest nieujemna
(w przeciwnym razie, gdyby 3 — 2% < 0, kwadrat liczby a bytby ujemny). Stad

d(r)=3-22>0=3>2" =2/ < V3

i ostatecznie wykresem funkcji ® jest przedzial (—\/g, \/3) O
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3. Uzasadnij, ze dla dowolnych zbiorow A, B i C' zachodzi réwnosé

AU(BAC)=(AUBUCQC)\[(BNC)\ A]. 10 pkt.

Rozwiazanie: Niech = bedzie dowolnym elementem uniwersum X. Wtedy

r€AUBAC)=2€ AV(zeBUCANz¢gBNC) =
=zcAV[(weBVzeC)A~(z e BNC)| =

—
=

(xe AveeBVrzeC)ANze AV-(zreBNO)|=

D weAvee BVreC)A-[r ¢ ANz e BNC)] =

—~
=

=zx€(AUBUC)A=(ze (BNC)\A) =
=zxec(AUBUC)\[(BNC)\ 4],

przy czym rownowaznosé (1) jest konsekwencja prawa rozdzielnodci, a (2) prawa de Morgana. ]
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4. Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 4 prawdziwa jest nier6wnosé

1 1 17 1 10 pkt.
t— ety <

n+l n+2 10  4n’

Rozwigzanie: Nieré6wnosé z tresci zadania mozna zapisaé w postaci

Dla n = 4 przyjmuje ona postaé

a po uproszczeniach

13 5
co jest rbwnowazne — < 6 i dalej 13-16 < 5 - 42. Ostatecznie, dla n = 4 nieréwnosé (1) zachodzi.

Wybierzmy dowolng liczbe naturalna n > 4 i zalézmy, ze nier6wnosé (1) jest spetniona dla tej liczby. Pokazemy,
ze nierownosé (1) zachodzi, gdy n zastapimy w niej przez n + 1. Mamy

2n+2

5 1 +1 1 N 1
kn+2k n+2 —|—3 2n  2n+1  2n+2
1 1 1 1 1 1
Tnrl Tnr2 T T Tt T2 nx1
o7 1 1 1 1
< ———+ +

10 4n  2n+1 2n+2 n+1

Pozostaje tylko sprawdzié, ze

71 1 1 1 7 1
———+ + - <—-—,
10 4n 2n+1 2n+2 n+1 10 4n+4

(¢ jeSl roéwnowazne
1 1 1 1 1
< — 2 + 4 .

m+1  4n n+1

Mnozac ostatnia nieréwnos$¢ obustronnie przez 4n(n + 1)(2n + 1), otrzymujemy

dnn+1) < (n+1)2n+1)+n@2n+1)=Cn+1)2n+1)=4n> +4n +1=4n(n+1) + 1,

a ta nier6wnos¢ jest spetniona.



