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Kolokwium I — 19 grudnia 2022 r. — Zestaw A

1. Zapisz formule logiczna

(p=q) =r

10 pkt.

w koniunkcyjnej i dysjunkcyjnej postaci normalne;j.
Rozwiazanie: Sposéb I. Wykorzystujac dwukrotnie réwnowazno$¢ p = ¢ = —p V ¢, a nastepnie prawo de
Morgana, otrzymujemy
p=q=r=-(pvgVr=pAr-qVr.
DNF
Ostatnia formuta jest zapisana w dysjunkcyjnej postaci normalnej. Jednoczesnie, na mocy prawa rozdzielnosci,

mamy
(pA=q)Vr=(pVr)A(-qVr),

CNF
a to jest koniunkcyjna posta¢ normalna.
Spos6b II. Tabela prawdy formuly (p = q) = r jest
plalr | (=qg=r
T|T|T T
T|T]|F F
T|F | T T
F|T|T T
T|F|F T
F|T|F F
F|F|T T
F|F|F F

Rozwazajac te wartosciowania zmiennych, w ktorych formuta przyjmuje warto$é logiczna T, mozemy zapisaé
rownowazng dysjunkcyjna posta¢ normalng

(PAGAT)V(PA=gAT)V(ZpAgAT)V (PA—GA-T)V (ZpA—gAT).
DNF

Podobnie, rozwazajac te wiersze, w ktérych formuta przyjmuje wartosé F, koniunkcyjna postaé¢ normalng mozemy
zapisaé jako
(=pV—ogVr)A(pV—ogVr)A(pVgVr)
CNF




— Strona 2 z 4 —

2. Wyznacz wykres funkcji zdaniowej ® zmiennej rzeczywistej x, przy czym

o) = Na*@®+2)-a">0. 10 pkt.
a€R

Rozwiagzanie: Mamy

Poniewaz

to 0 jest elementem wykresu @, czyli 0 € S(®). Ustalmy teraz dowolne x € R\{0}. Dzielac obustronnie nieréwnosé
wystepujaca w definicji ® przez 2% (jest to teraz liczba dodatnia), otrzymujemy

@(x)z/\a2+2>x25/\a2>x2—2.
acR a€eR

Najmniejsza wartoscia jaka moze przyjaé¢ a® jest oczywiscie 0 (dla @ = 0), wiec nieréwnosé a? > 2% — 2 jest
spelniona dla kazdego a € R wtedy i tylko wtedy, gdy ® — 2 jest liczba niedodatnia, czyli wtedy i tylko wtedy,

gdy = € (—V/2,V2). Ostatecznie
S(®) = (—V2,V2).
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3. Uzasadnij, ze dla dowolnych zbiorow A, B i C' zachodzi réwnosé

AN(B\C)=(ANB)\(ANC). 10 pkt.

Nastepnie, przy jej pomocy, pokaz, ze
AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

Rozwiazanie: Niech x bedzie dowolnym elementem uniwersum X. Wtedy
re€(ANB)\ANC)=(xe€eArnzeB)A-(z€eANxel)=
1
Y@ecAnzeB)A(zgAvVagC)=

(2)(:EEA/\J:EB/\:E¢A)\/(a:€A/\x€B/\a:¢C)E

=FV(@xeAANzeBAz g ()=
® -
=rzcAN(xeBAz g ()=
=rxec An(B\CO),

przy czym rownowaznosé (1) jest konsekwencja prawa de Morgana, (2) prawa rozdzielnoscei i tacznosci koniunkeji,
(3) prawa przemiennosci koniunkcji oraz faktu, ze pA—p = F, (4) prawa FVp = p, a (5) prawa tacznosci koniunkcji.

Dysponujac pierwsza rownoscia, mozemy napisac
AN(BAC)=AN[(B\C)U(C\B)]=
2ANB\C)UIAN(C\B) =
DUANB)\(ANC)UANC)\ (AN B)| =
Y UnB) A ANO),

przy czym rownosé (1) jest konsekwencja rozdzielnosci iloczynu wzgledem sumy zbioréw, (2) wynika z udowod-
nionej wyzej rownosci, a (3) jest definicja roéznicy symetryczne;j. O
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4. Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

(12 (2)2 . (3)? (n))2 10 pkt.

N—1= :
(n+1) TR T TR o

Rozwigzanie: Rownosé z treéci zadania ma postaé

~ (k!)?
E =Mn+1-1 (1)
—1)!
2 (k= 1)!
. y Zl (k> _ W
Dla n = 1 lewa strona przyjmuje warto$é¢ k= 1) = - 1, a prawa (1+1)!—1 = 1. Warunek poczatkowy
— ! !

jest zatem spelniony.

Wybierzmy teraz dowolna liczba naturalna n i zalézmy, ze zachodzi dla niej rownosé (1). Pokazemy, ze rownosé
ta zachodzi roéwniez wtedy, gdy n zastapimy przez n + 1, czyli

Til (k1)? =n+2)! -1

2 (k1)
Mamy
T (k)2 )2 (n+10)? ((n+1)1)° (nl- (n + 1))2
Z(k—l)lzz(k—l)!+ i S D - e = (D) - L e =
k=1 k=1

=nl-(n+D)+n-n+1)?—1l=nn+)(1+n+1)—1=nln+1)(n+2)—1=(n+2) -1,

co nalezalo udowodnié. O



